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Chapitre 1
Introduction Ge´ne´rale
La cavitation est un phe´nome`ne qu’on retrouve dans les machines et dis-
positifs qui fonctionnent avec des fluides a` l’e´tat liquide. On peut citer comme
exemple les pompes, les inducteurs (voir la figure 1.1), les injecteurs et les he´lices
de bateaux ou de sous-marins. Ses aspects ne´gatifs sont nombreux : le bruit, les
vibrations, la chute des performances ou encore la de´gradation des mate´riaux
par e´rosion. C’est pour cela qu’elle est prise en compte dans la conception de ces
machines. L’enjeu industriel est important ; des e´conomies substantielles peuvent
eˆtre faites en diminuant les effets ne´fastes de la cavitation.
Figure 1.1 – Cavitation dans un inducteur a` gauche [35] et dans une pompe
centrifuge a` droite [1]
Meˆme si de nombreuses e´tudes ont e´te´ re´alise´es sur ce phe´nome`ne, il reste
un sujet de recherche tre`s prise´ par les scientifiques du fait de sa complexite´.
La formation des bulles de cavitation et leur implosion sont des phe´nome`nes a`
plusieurs e´chelles : le nombre de Mach peut varier de 0.0001 a` 4 et la densite´ de
0.01 a` 1000 (dans le cas de l’eau) sur un intervalle spatial a` peine plus grand que
le nanome`tre. De plus la cavitation est affecte´e par plusieurs facteurs physiques
dus a` la nature du fluide ou a son environnement. Les e´coulements cavitants
sont souvent turbulents (sauf dans le cas de microfluides) et sont le sie`ge de
changement de phase, de transfert de masse et de chaleur et d’onde de choc.
Le phe´nome`ne de cavitation a fait l’objet d’e´tudes de`s le de´but du sie`cle. On
peut citer le travail de Rayleight [41] en 1917 qui traite de la pression ge´ne´re´e
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Figure 1.2 – Sche´ma illustrant la cavitation (implosion) d’une bulle de vapeur
a` proximite´ d’un reveˆtement nanoparticulaire, et l’arrachement (e´jection) de na-
noparticules qui en re´sulte [18].
lors de l’implosion d’une bulle de cavitation et qui a abouti a` un mode`le simplifie´
qui ne´glige les effets thermiques, la viscosite´ et la compressibilite´ du fluide. Par la
suite, les e´tudes successives ont permis de mettre en e´vidence des phe´nome`nes lie´s
a` la cavitation tel que le phe´nome`ne du microjet de´couvert en 1945 par Kornfeld
et al. [25]. L’e´rosion due a` la cavitation est elle aussi un sujet d’e´tude tre`s prise´.
Apre`s une longue controverse sur la cause de cette e´rosion, il a e´te´ conclu que
c’est un effet combine´ de l’onde de surpression ge´ne´re´e lors de l’implosion et du
microjet, meˆme si l’implosion de chaque bulle n’enle`ve qu’une micro quantite´ de
matie`re (comme le montre la figure 1.2).
Dans le but de pre´dire le phe´nome`ne de cavitation, une approche multipha-
sique est ge´ne´ralement adopte´e. Deux grandes familles de mode`les sont utilise´s :
les mode`les a` phases disperse´es et les mode`les a` phases se´pare´es. Dans les mo-
de`les a` phases disperse´es, on conside`re un nombre fini de particules (des gouttes
ou des bulles) disse´mine´es dans un volume constitue´ d’une phase continue. Dans
les mode`les a` phases se´pare´es, on conside`re plusieurs flux continus compose´s de
diffe´rents fluides se´pare´s entre eux par des interfaces. Il existe ne´anmoins une
alternative aux mode`les multiphasiques. Il s’agit des mode`les qui consistent a`
conside´rer un seul et unique fluide, dont les proprie´te´s physiques sont de´termi-
ne´es en utilisant des ponde´rations graˆce notamment a` la fraction massique ou
volumique d’une des phases qui composent l’e´coulement. Ce type de mode`les est
appele´ mode`le homoge`ne par rapport aux proprie´te´s physiques du fluide qu’on
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nomme phase de me´lange. On peut citer comme exemple les mode`les barotropes
qui utilisent les vitesses du son des deux phases pures pour calculer la vitesse du
son dans le me´lange. C’est ce mode`le (mode`le homoge`ne) qui a e´te´ choisi dans
cette the`se.
1.1 Objectifs de la the`se
Notre travail s’inscrit dans une continuite´ des travaux de recherche du la-
boratoire DynFluid, e´quipe turbomachines, qui traitent de la mode´lisation des
e´coulements diphasiques en ge´ne´ral et des e´coulements cavitants en particulier.
La the`se de L. Bergerat [3] soutenue en 2012 a permis de mettre en place un mo-
de`le de cavitation utilisant les e´quations de Naviers-Stokes prenant en compte
le changement de phase et re´solues par la me´thode des volumes finis avec une
approximation par moindres carre´s mobiles. Outre le mode`le de cavitation, cette
the`se nous a fourni un code de calcul fonctionnel permettant la simulation d’e´cou-
lement biphasique et pouvant servir de support de base pour le de´veloppement
de mode`les de cavitation plus sophistique´s.
L’objectif de cette the`se est de de´velopper un mode`le de cavitation a` inter-
face diffuse base´ sur les e´quations de Navier-Stokes & Korteweg. Ce mode`le a
pour but de prendre en compte les effets de la tension de surface connaissant
le gradient de la masse volumique a` travers l’interface liquide-vapeur. Ce type
de mode`le a de´ja` e´te´ propose´ par exemple dans le travail de Diehl 2007 [12] qui
lui associe l’e´quation d’e´tat de Van Der Waals. Dans cette the`se nous optons
pour l’e´quation d’e´tat de Tait Modifie´e qui se rapproche plus du comportement
physique de l’eau aux tempe´ratures de fonctionnement des turbomachines. Pour
valider l’imple´mentation de la tension de surface dans notre code de calcul, nous
utilisons des cas test simples dans lesquels les effets capillaires sont pre´dominants.
Une fois le code valide´, nous re´aliserons des calculs qui correspondront a` des
cas physiques pour e´tudier l’effet de la tension de surface sur les me´canismes de
la cavitation. Dans un premier cas, nous verrons l’influence des forces de tension
de surface sur l’intensite´ du collapse d’une bulle de cavitation se formant sur
l’extrados d’un profil d’aile immerge´. Dans un second cas, nous nous inte´resse-
rons a` l’effet des forces capillaires sur la pe´riodicite´ de de´tachement des bulles
de cavitation dans un cylindre immerge´. Les calculs sont re´alise´s en situation
bidmensionnelle.
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1.2 Contenu de la the`se
Le rapport est divise´ en quatre chapitres :
Dans le chapitre 2, nous donnons une de´finition de´taille´e du phe´nome`ne de
cavitation et des me´canismes qui le composent. Nous listons les phe´nome`nes lie´s
a` la cavitation et comment ces derniers influent sur la formation, l’e´volution et
l’implosion des bulles de cavitation. Parmi les parame`tres influant sur la cavi-
tation, nous mettons l’accent sur les effets de la tension de surface et citons
quelques e´tudes sur le sujet.
Le chapitre 3 contient le de´tail du mode`le de cavitation pour lequel nous avons
opte´. Les diffe´rentes e´quations utilise´es dans la the`se y sont re´sume´es et mises
en forme. Ce chapitre comprend le de´veloppement des e´quations de conservation
en deux dimensions, les e´quations d’e´tat et les formules de calcul des parame`tres
physiques de la phase me´lange ainsi que la forme addimensionnelle de l’e´qua-
tion d’e´tat de Van Der Waals. Nous proposons une me´thode pour le calcul du
coefficient capillaire λ (voir l’e´quation 3.42).
On pre´sente dans le chapitre 4 la me´thode nume´rique utilise´e pour la re´-
solution des e´quations. Le de´veloppement en volumes finis et l’approximation
par moindres carre´s mobile y sont de´taille´s. La discre´tisation spatiale et tem-
porelle des e´quations de conservation y sont explique´es. Nous traitons aussi de
la manie`re dont sont calcule´s les flux nume´riques et comment sont impose´es les
conditions aux limites. Enfin nous y de´crivons l’algorithme de changement de
phase qui permet de calculer la pression, la tempe´rature et la fraction volumique
a` l’e´quilibre.
Dans le dernier chapitre, nous pre´sentons les cas test et les calculs re´alise´s
ainsi que les re´sultats obtenus. Les cas test de validation sont les suivants : le cas
test de la bulle statique, la coalescence de deux bulles de vapeur et le cas d’une
goutte d’eau sur une surface solide. En ce qui concerne les calculs d’application,
nous traitons le cas de l’implosion d’une bulle de cavitation sur l’extrados d’un
profil d’aile immerge´ puis le cas du collapse d’une bulle de vapeur sous l’effet
d’un gradient de pression entre cette bulle et l’exte´rieur et enfin nous e´tudions
l’effet de la tension de surface sur la fre´quence de cavitation se formant dans le
sillage d’un cylindre immerge´.
Nous terminons par une conclusion ge´ne´rale qui synthe´tise le travail re´alise´
ainsi que les re´sultats obtenus. Un bilan est fait sur les objectifs fixe´s. Nous
donnons aussi quelques perspectives pour ame´liorer le mode`le de cavitation.
Chapitre 2
Ge´ne´ralite´s sur la cavitation
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2.1 Introduction
Le phe´nome`ne de cavitation suscite de nombreux travaux de recherche pour
les raisons suivantes : la premie`re e´tant la diversite´ des applications dans les-
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quelles elle se de´veloppe : machines hydrauliques (turbines, propulseurs...), le
domaine biome´dical .... La deuxie`me e´tant lie´e aux diffe´rentes formes qu’elle est
susceptible de prendre : bulles, poches, tourbillons, nuages de vapeur, filaments
de vapeur. La troisie`me est lie´e aux comportements complexes que la cavitation
peut adopter dans certaines situations : instationnarite´s, instabilite´s, interac-
tions, couplages. Enfin, l’inte´reˆt que l’on continue a` lui porter re´side dans les
interrogations propres a` l’hydrodynamique qu’elle soule`ve : l’influence des para-
me`tres fondamentaux de l’hydrodynamique (la tension superficielle, la viscosite´,
la composition du fluide...)
La mode´lisation de la cavitation constitue encore aujourd’hui un de´fi pour
la CFD qui cherche a` reproduire la formation des bulles de cavitation, leurs
e´volutions dans le fluide ainsi que les interactions, le phe´nome`ne de collapse
qui ge´ne`re les ondes de chocs responsables de l’e´rosion, sans oublier l’aspect
acoustique.
Dans ce chapitre nous donnons une description du phe´nome`ne de cavitation
tout en e´nume´rant les me´canismes que nous essayerons de mode´liser et les prin-
cipaux facteurs influents sur ces derniers. Nous allons aussi de´finir les nombres
addimensionnels utilise´s lors de notre e´tude dans le cadre de la validation des
codes de calcul et l’analyse des re´sultats.
2.2 De´finition
La cavitation est le phe´nome`ne de vaporisation des liquides soumis a` de fortes
de´pressions qui sont ge´ne´ralement dues a` l’augmentation de leurs vitesses d’e´cou-
lement. Elle se produit le plus souvent dans les machines hydrauliques telles que
les he´lices de bateau, les inducteurs ou encore les venturis. Les conse´quences de
la cavitation sont en ge´ne´ral ne´fastes. Elle est a` l’origine de l’e´rosion des he´-
lices et des aubes de turbines. Elle ge´ne`re du bruit et provoque des chutes de
performances.
La de´finition de la cavitation est toujours accompagne´e du diagramme de
changement de phase figure 2.2 qui montre que dans certains cas le passage de la
phase liquide a` la phase vapeur se fait a` tempe´rature constante. Il faut bien com-
prendre que cette transformation de phase (vaporisation) a besoin d’un apport
de chaleur correspondant a` la chaleur latente de vaporisation. Il en re´sulte donc
une diminution de la tempe´rature du liquide environnant la cavite´ de vapeur.
D’apre`s Brennen [6], le passage du liquide a` la vapeur et vice versa se fait par
le fractionnement de la substance homoge`ne originale en un me´lange de deux
phases diffe´rentes.
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2.2.1 Doˆme de saturation
Dans le diagramme pre´sente´ sur la figure 2.2, on voit deux lignes discontinues
qui repre´sentent la ligne de vapeur spinodale et la ligne de liquide spinodale. La
cavitation du liquide peut se faire de deux manie`res : dans la premie`re, le liquide
contient un nombre conse´quent de sites de nucle´ation de´passants une certaine
dimension (poche de gaz dissous), alors le liquide e´volue jusqu’a` atteindre un
e´tat gazeux stable a` la pression de saturation, ce qui correspond a` la ligne rouge
en pointille´s nomme´e ”Real curve” sur la figure 2.1. Dans la seconde manie`re, le
liquide ne contient pas assez de sites de nucle´ation, il conserve sa forme liquide
jusqu’a` atteindre la pression correspondant a` la ligne de liquide spinodale. Le
liquide est alors dans un e´tat me´tastable jusqu’a` ce qu’une imperfection (rugosite´
de la paroi par exemple) de´clenche le changement de phase, ce qui correspond a`
la ligne bleue nomme´e ”Theorical curve” sur la figure 2.1. A l’e´tat me´tastable, le
liquide est dit sous tension et l’intensite´ de cette tension est e´gale a` la diffe´rence
de pression entre cet e´tat et la pression de saturation liquide vapeur du premier
cas. C’est le meˆme phe´nome`ne qui se produit lors de la surfusion.
L’eau a` tempe´rature ambiante supporte une tension the´orique de −500Atm
ce qui correspond a` la pression minimale de l’isotherme de Van Der Waals. En
pratique, la cohe´sion du liquide est rompue bien avant d’atteindre cette pres-
sion et cela est duˆ a` l’existence de points faibles dans le liquide appele´s germes
de cavitation. Un exemple de germe : une bulle de 1µ de diame`tre dans l’eau a`
tempe´rature ambiante limite le de´se´quilibre a` −3bars d’apre`s Lecoffre [30]. L’ap-
parition de la cavitation est caracte´rise´e par un nombre addimensionnel note´ σc
(voir la section 2.5.1).
2.2.2 Types de cavitation
Nous pre´sentons dans ce chapitre une classification qui est largement utilise´e
dans la documentation. Elle est tire´e du livre de Franc et al. [15].
2.2.2.1 La cavitation a` bulles se´pare´es
Elle est le re´sultat de l’apparition et le grossissement rapide de germes de
cavitation dans l’e´coulement (voir figure 2.3). Ces bulles disparaissent ensuite
en implosant lorsque l’e´coulement les a convecte´es dans des zones de pression
plus importante. C’est la cavitation typique des profils a` faible incidence. Elle se
produit pre`s du profil, sous forme de bulles sphe´riques ou he´misphe´riques, initie´es
a` partir de ”germes”, assimilables a` des micro-bulles, initialement pre´sents dans
le liquide.
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Figure 2.1 – Doˆme de saturation : en points bleus isotherme de changement de
phase the´orique et en pointille´s rouges la courbe re´elle
Figure 2.2 – Diagramme de changement de phase [6]
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Figure 2.3 – cavitation a` bulles se´pare´es [15]
Figure 2.4 – poche de cavitation sur un profil d’aile [15]
2.2.2.2 Cavitation a` poche attache´e
La cavitation a` poche est lie´e a` un de´collement laminaire situe´ en ge´ne´ral a`
l’extrados des aubes de turbomachines et des pales d’he´lices ou de plans porteurs
d’hydropte`res (voir figure 2.4). Par l’effet du jet rentrant, des bulles de vapeur
sont forme´es en aval de la cavite´ (ou poche). Les poches ainsi forme´es sont en-
traine´es et se condensent brutalement, par l’effet du gradient de pression, jusqu’a`
l’implosion. Vue la pe´riodicite´ de ce phe´nome`ne il est caracte´rise´ par un nombre
de Strouhal de´fini a` partir de la fre´quence des laˆchers de poches.
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Figure 2.5 – cavitation par filaments a` l’extre´mite´ d’une aile immerge´e [15]
2.2.2.3 Cavitation par filaments tourbillonnaires
Ce phe´nome`ne re´sulte de la de´pression pre´sente dans les zones de forte vor-
ticite´ de l’e´coulement. On la retrouve principalement en bout de pale, ou` les
cisaillements sont importants (voir figure 2.5).
2.3 Phe´nome`nes lie´s a` la cavitation
Le phe´nome`ne de cavitation peut eˆtre subdivise´ en plusieurs me´canismes dont
la mode´lisation passe par leur compre´hension et par celle des facteurs pouvant
les affecter. Nous avons mis l’accent sur les me´canismes de transition de phase,
du collapse et de l’e´rosion car ils sont en e´troite relation avec l’objet de notre
e´tude qui est la tension de surface.
2.3.1 Transition de phase
Elle intervient lors des diffe´rentes e´tapes de la cavitation. C’est le transfert
de masse entre la phase liquide et vapeur lors de la formation et de la croissance
d’une bulle de cavitation et l’inverse lors de la condensation.
Pour que le fluide passe de l’e´tat liquide a` celui de vapeur il a besoin d’une
e´nergie qui est appele´e e´nergie latente de vaporisation. Dans ce cas on remarque
un refroidissement localise´ de la bulle de vapeur ainsi forme´e et du liquide qui
est en contact direct. Cela a pour effet de diminuer la pression de saturation
(la pression a` laquelle se produit la transition de phase) et donc de retarder
la formation ou la croissance des bulles de cavitation. Par exemple quand la
tempe´rature passe de 293K a` 292K la pression de saturation passe de 2318Pa
a` 2178Pa. Lors du collapse, du fait des vitesses e´leve´es, une partie de la vapeur
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n’a pas le temps de se condenser ce qui conduit a` une forte surpression et une
augmentation de la tempe´rature au centre de la bulle.
Pour mode´liser ces deux phe´nome`nes (le retard a` la cavitation et la conden-
sation partielle lors du collapse) il faut tenir compte du transfert de chaleur entre
les phase et de l’e´nergie latente de vaporisation.
2.3.2 Compressibilite´ du fluide
S’il on veut mode´liser l’acoustique lie´e a` la cavitation et reproduire le com-
portement du fluide dans une poche de cavitation qui contient un me´lange de
liquide et de vapeur, il est ne´cessaire de prendre en compte la compressibilite´ des
diffe´rentes phases. Pour bien simuler la compressibilite´ une bonne estimation de
la vitesse du son dans chaque phase est ne´cessaire.
2.3.3 Effets des gaz dissouts
Dans les conditions re´elles, le liquide contient une proportion de gaz dissouts
non condensable (qui ne correspond pas a` sa propre vapeur) comme de l’air dans
de l’eau. Plus la pression est e´leve´e plus le liquide peut contenir du gaz. Cela a
pour effet de re´duire la contrainte ne´cessaire pour fracturer la masse liquide. Plus
la concentration de gaz est importante et plus le liquide a` tendance a` caviter.
2.3.4 Phe´nome`ne du collapse
Lorsque la bulle de cavitation est soumise a` une pression exte´rieure impor-
tante, elle implose. Pendant cette implosion, l’e´nergie potentielle stocke´e dans
la bulle a` sa taille maximale est progressivement convertie en e´nergie cine´tique
dans le milieu environnant. Cette e´nergie cine´tique acce´le`re le fluide pendant les
e´tapes successives du collapse. Comme l’e´nergie de´gage´e est concentre´e dans un
volume de plus en plus petit, la vitesse et la pression associe´e au moment final
de l’implosion peuvent eˆtre tre`s e´leve´es. La pression ge´ne´re´e par le premier re-
bond du collapse est propage´e dans le milieu sous forme d’onde de pression. En
ne´gligeant les effets de tension superficielle et de viscosite´, et en assumant que
la bulle ne contient que de la vapeur, on peut associer ce processus de collapse a`
un temps Ti, appele´ Temps de Rayleigh ([13]).
Ti ∼= 0.915Rinit
√
ρ
P∞ − Psat (2.1)
Lauterborn & Ohl [28] ont effectue´ des expe´riences sur le collapse des bulles de
cavitation, en utilisant une me´thode de visualisation de 20.8 millions d’images a`
14 CHAPITRE 2. GE´NE´RALITE´S SUR LA CAVITATION
Figure 2.6 – Collapse d’une bulle de cavitation en e´coulement libre. [6]
la seconde. On remarque que le collapse de la bulle s’effectue en un temps tre`s
court (correspondant de fac¸on tre`s pre´cise au temps de Rayleigh), et qu’une onde
de pression se propage au sein de l’e´coulement (voir figure 2.6). Hosny & Diaa
[19] cite pour l’eau des surpressions tre`s localise´es lors des collapses de bulles de
500 a` 1000bar, et des tempe´ratures de 1000 a` 5000◦C a` l’endroit du collapse.
Pour information, on peut citer le phe´nome`ne de sono-luminescence a` la fin du
collapse, qui consiste en une concentration d’e´nergie telle, que des photons sont
e´mis a` partir de la zone ponctuelle de fin de collapse.
2.3.5 Me´canismes d’e´rosion
L’implosion d’une bulle de cavitation au voisinage d’une paroi produit un
pic de pression e´le´mentaire dont le niveau de sollicitation peut eˆtre tre`s e´leve´ de
l’ordre de 100 me´ga Pa voir plus. Par ailleurs, cette sollicitation est tre`s localise´e
(quelques microns a` quelques centaines de microns) et tre`s bre`ve (quelques micro
secondes). Cela est en fait duˆ a` deux me´canismes qui sont pre´sente´s ci apre`s :
2.3.5.1 Formation d’une onde de surpression
En de´but d’implosion la pression dans la bulle est petite. Elle est e´gale a` la
pression de la vapeur saturante. En fin d’implosion, la pression et la tempe´rature
dans la bulle atteignent un niveau tre`s e´leve´ du fait de la forte compression. La
vitesse de l’interface est tellement e´leve´e (de l’ordre de 100 m/s) que la vapeur
restante n’a pas le temps de se condenser. Ces incondensables se trouvent com-
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prime´s a` un niveau tre`s e´leve´ de pression qui s’oppose au mouvement centripe`te
du liquide. Alors, la pression au voisinage imme´diat de la bulle est tre`s grande
et se raccorde a` la valeur impose´e a` l’infini, formant ainsi un front d’onde de
compression. Lors du rebond, ce front d’onde se propage au sein du liquide d’une
part en raidissant et d’autre part, en voyant son maximum s’atte´nuer.
2.3.5.2 Le Microjet
Ce me´canisme se produit lorsque l’implosion de la bulle se fait a` proximite´
d’une paroi ou d’une surface libre (figures 2.7 et 2.8) cela cre´e une asyme´trie au
niveau du champs de pression entourant la bulle de vapeur ce qui provoque la
pe´ne´tration du liquide sur un cote´ de la bulle ge´ne´rant ainsi un jet liquide dote´
d’une vitesse e´leve´e. Le pic de pression observe´ est semblable a` celui de l’onde
de surpression et la vitesse du jet est souvent supe´rieure a` 100m/s.
Figure 2.7 – Photo d’une bulle en train d’imploser, de´but de formation du
microjet [45]
16 CHAPITRE 2. GE´NE´RALITE´S SUR LA CAVITATION
Figure 2.8 – Implosion d’une bulle de vapeur proche d’une paroi et ge´ne´re´e par
laser. On voit bien le microjet sur le deuxie`me niveau [28]
2.4 La tension de surface
2.4.1 De´finition
La tension de surface est un phe´nome`ne qui a pour origine les interactions
intermole´culaires d’un fluide (a` l’e´tat liquide). Sur une couche fine dont l’e´paisseur
est de l’ordre de quelques mole´cules, au niveau d’une interface (interface liquide-
liquide ou liquide-gaz), la cohe´sion entre particules du meˆme fluide augmente et
ge´ne`re une tension au niveau macroscopique. Plusieurs e´tudes ont montre´ que
malgre´ sa faible intensite´ elle avait un effet non ne´gligeable sur la formation des
bulles de cavitation et leurs convection et implosion.
2.4.2 Effet de la tension de surface sur la formation des
bulles de cavitation
J. P. Franc [14] a montre´ que dans un liquide qui contient des micro-bulles
(nucle´ations tre`s petites) plus la taille des bulles est petite et plus la pression qui
doit ge´ne´rer la cavitation est basse et il a relie´ ce phe´nome`ne a` la tension de sur-
face. L’e´nergie potentielle due a` la tension superficielle (l’e´nergie qu’il faut fournir
pour cre´er une interface liquide-vapeur) est tre`s importante dans les premiers ins-
tants de l’e´volution d’une petite bulle. La de´rive´e de la surface par rapport au
volume dans le cas d’une petite bulle est plus importante que celle de la grosse
bulle, c’est-a`-dire que la variation du diame`tre d’une grosse bulle soumise a` une
de´pression est moins brutale que celle d’une petite soumise a` la meˆme de´pression.
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2.4.3 Effets de la tension de surface sur la convection des
bulles
La tension de surface a pour effet de maintenir les bulles sous une forme
sphe´rique. Elle agit a` contre sens des contraintes du fluide qui tendent a` de´former
les bulles en mouvement. Une analyse dimensionnelle faite par Brennen [5] montre
que les distorsions se produisent pour un nombre de Weber We > 1. Il a e´te´
observe´ expe´rimentalement en augmentant le nombre de We que la premie`re
de´formation qui apparait est une bulle elliptique qui oscille en forme et pour
We ≈ 20 la bulle prend la forme d’un chapeau.
2.4.4 Effet de la tension de surface sur le collapse de la
bulle
En 1994 Kuvshinov & al. [27] ont montre´ qu’avec l’augmentation de la tension
de surface la vitesse de l’interface liquide-vapeur augmente et le rayon minimum
de la bulle de cavitation atteint lors du collapse diminue. Liu et al. [34] ont montre´
expe´rimentalement dans le cas d’une bulle ge´ne´re´e par laser qu’une augmentation
de la tension de surface est accompagne´e par une diminution du temps de collapse
et d’une augmentation de l’intensite´ du jet impactant (voir figure 2.9) et que
dans le meˆme temps l’e´rosion cause´e par le collapse augmente brutalement. Une
e´tude re´alise´e par Iwai [20] en faisant varier la tension de surface de l’eau par
l’ajout d’agents mouillants a montre´ que la diminution de la force de tension de
surface engendre une diminution de l’impact du collapse (des domages cause´s
par le collapse). Dans la meˆme e´tude, il observe aussi une corre´lation entre la
diminution du pic de pression atteint lors du collapse et la diminution de la
tension de surface.
2.5 Nombres addimensionnels
2.5.1 Nombre de cavitation
Le nombre de cavitation σc est un nombre sans dimension qui caracte´rise
la tendance a` la formation de la cavitation dans un e´coulement. Il repre´sente
le rapport entre la pression locale et la pression dynamique. Il est de´fini par la
relation suivante :
σc =
p− pv
1
2
ρU2
(2.2)
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Figure 2.9 – Effet de la tension de surface sur la force du jet liquide [34]
ou` pv repre´sente la pression de saturation vapeur. La valeur de σc pour laquelle
un e´coulement cavite varie selon la ge´ome´trie qui induit une acce´le´ration et donc
une de´pression plus ou mois grande du liquide, et selon la composition du liquide
en terme de gaz dissous.
2.5.2 Nombre de Weber
Le nombre de We est un nombre sans dimension qui repre´sente le rapport
entre la force d’inertie et la force de tension de surface. Il est de´fini par la formule
suivante :
We =
ρU2L0
σ
(2.3)
dans l’e´quation 2.3, L0 est une longueur caracte´ristique qui peut correspondre
dans notre cas au rayon d’une bulle de cavitation. σ est la tension superficielle.
Ce nombre sert en ge´ne´ral a` de´finir les cas ou` il est possible de ne´gliger la tension
de surface. On voie que lorsque la taille d’une bulle de cavitation est tre`s petite
le nombre de Weber est de l’ordre de l’unite´ ce qui est le cas lors de la dernie`re
e´tape du collapse ou` il est pre´fe´rable de ne pas ne´gliger la tension de surface.
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2.5.3 Nombre capillaire
Le nombre capillaire Ca est un nombre sans dimension. Il repre´sente le rapport
entre la force visqueuse et la tension superficielle et est utilise´ pour caracte´riser
l’atomisation des liquides. On le de´finit de la manie`re suivante :
Ca =
Uµ
σ
(2.4)
Ou` µ est la viscosite´ dynamique du fluide. Nous utilisons ce nombre dans la
mise en place de cas tests pour la dynamique des bulles. En utilisant un nombre
capillaire faible, on s’assure de la pre´dominance des forces de tension de surface
sur les forces visqueuses.
2.5.4 Nombre de Bond
Le nombre de Bond note´ Bo repre´sente le rapport entre les forces gravitation-
nelles et la tension de surface. lorsque Bo est infe´rieur a` 1, la bulle de cavitation
est sphe´rique (en l’absence de force d’inertie). Nous allons l’utiliser dans des cas
tests pour valider la prise en compte de la force de gravitation. Il est de´fini par
la relation suivante :
Bo =
∆ρgL20
σ
(2.5)
ou` ∆ρ = ρl− ρv, g est l’acce´le´ration gravitationnelle et L0 une longueur caracte´-
ristique (dans notre cas le rayon d’une goutte).
2.5.5 Nombre de Strouhal
Le nombre de Strouhal note´ St est obtenu en normalisant la fre´quence de
laˆche´s des structures de cavitation fv (dans le cas de la cavitation a` poche at-
tache´e) avec la vitesse de l’e´coulement U et une longueur caracte´ristique L0 (le
plus souvent c’est la corde du profil d’aile).
St =
fvL0
U
(2.6)
2.5.6 Nombre de Mach
Le nombre de Mach M est de´fini comme e´tant le rapport entre l’amplitude
de la vitesse du fluide ||~u|| et la vitesse du son dans ce fluide :
M =
||~u||
c
(2.7)
ou` c est la vitesse du son dans le fluide en [m/s].
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2.6 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons donne´ une de´finition de la cavitation et avons
de´crit les phe´nome`nes qui accompagnent la formation des bulles de cavitation et
le collapse associe´. Nous avons insiste´ sur l’effet de la tension de surface et avons
cite´ quelques e´tudes sur cet aspect qui ont montre´ l’inte´reˆt de sa prise en compte
que ce soit lors du collapse ou de la formation de la cavitation. Nous avons insiste´
sur le collapse et ses conse´quences car il constitue une partie importante de la
the`se. Dans le chapitre suivant nous allons aborder la question de la mode´lisation
de la cavitation et surtout de la prise en compte de la tension de surface.
Chapitre 3
Mode´lisation de la cavitation
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3.1 Introduction
Dans ce chapitre nous pre´sentons une classification des mode`les simulant les
e´coulements multiphasiques et nous insisterons sur les mode`les de cavitation en
expliquant brie`vement ce qui les distingue les uns des autres. Cela permettra
de situer le mode`le de cavitation choisi et d’expliquer qu’elles sont les raisons
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de notre choix. Nous pre´sentons dans le de´tail, le mode`le de tension de surface,
le de´veloppement des e´quations de conservation et les e´quations d’e´tat pour les
diffe´rentes phases.
3.1.1 Mode`les a` deux fluides
Le principe de base de ces mode`les est de conside´rer les phases, vapeur et
liquide, comme deux phases distinctes et non miscibles. Nous pouvons conside´rer
une troisie`me espe`ce si en plus du liquide et de la vapeur on prend en conside´-
ration les micro-bulles de gaz non condensable. On y conside`re deux ensembles
d’e´quations de transport de masse, de quantite´ de mouvement et de chaleur
pour de´crire l’e´coulement des deux fluides (liquide et vapeur). Les interactions
entre les deux phases sont mode´lise´es par des e´changes de masse, de quantite´
de mouvement et d’e´nergie moyennant des termes sources dans les e´quations
de conservation. Les deux fluides sont se´pare´s par une interface discre`te au tra-
vers de laquelle il subsiste un saut de tempe´rature, de vitesse et de pression due
a` l’existence de deux ensembles d’e´quations de conservation. Tous ces aspects
rendent ne´cessaire de supposer le non e´quilibre thermodynamique.
Ces mode`les posent de nombreuses difficulte´s nume´riques. On peut citer la
non hyperbolicite´ des e´quations qui complique la taˆche du programmeur et le couˆt
de calcul qui augmente jusqu’a` devenir exorbitant dans le cas de l’interaction
entre une onde de choc et l’interface liquide-vapeur. Sans oublier la ne´cessite´
d’incorporer un algorithme pour traquer l’interface.
Cette de´marche est rarement utilise´ pour simuler les e´coulements cavitants. Ils
peuvent ne´anmoins eˆtre utilise´ pour simuler le comportement d’une bulle isole´e
(collapse d’une bulle de vapeur).
3.1.2 Mode`les a` un fluide
Ce type de mode`le est ge´ne´ralement utilise´ pour simuler les nuages et poches
de cavitation. Dans ces mode`les, on conside`re un seul ensemble d’e´quations de
conservation de masse, de quantite´ de mouvement et d’e´nergie pour tout le do-
maine de calcul. Le fluide est conside´re´ comme un me´lange de phases et ses pro-
prie´te´s physiques sont moyenne´es en utilisant une fraction volumique de la phase
vapeur qui est calcule´e a` partir de la densite´. On conside`re dans le fluide (le me´-
lange homoge`ne) que les phases liquide et vapeur qui le constituent se partagent
une meˆme vitesse, une meˆme pression et tempe´rature. Comme conse´quence di-
recte, les grandeurs de l’e´coulement varient de manie`re continue a travers une
interface liquide-vapeur diffuse. Dans la familles des mode`les a` un fluides on
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retrouve les mode`les :
- Les mode`les base´es sur le transport de la fraction volumique ou` le transfert
de masse et de chaleur sont mode´lise´s par des termes sources. Parmi ces mode`les
on peut citer le travail de Kubota [26]ou le terme source de transfert de masse est
base´ sur la de´rivation des e´quations simplifie´es de Rayleigh Plesset. Le mode`le de
Singhal [44] prend en compte la formation et le transport des bulles de vapeur,
les fluctuations turbulentes de la pression et de la vitesse et les effets du gaz non
condensable dissout dans le liquide, le taux de changement de phase est de´rive´
d’une forme re´duite des e´quations de la dynamique des bulles de Rayleigh Plesset.
- Le mode`le d’e´quilibre homoge`ne (HEM). On peut citer quelques exemples
comme le travail de Koop [24] qui a utilise´ le mode`le homoge`ne d’e´quilibre pour
la simulation d’un nuage de cavitation en 3d prenant en compte le changement
de phase. La the`se de Diehl [12] qui pre´sente un sche´ma volumes finis d’ordre
e´leve´ avec la me´thode Galerkin Discontinu pour re´soudre les e´quations de Navier
Stokes et Korteweg avec l’hypothe`se de l’e´quilibre homoge`ne.
- Le mode`le homoge`ne de relaxation qui prend en compte le non e´quilibre
thermodynamique en introduisant un temps caracte´ristiques. On peut citer le
travail de Gopalakrishnan et Schmidt [43] qui utilisent un mode`le HRM pour
simuler le Flash-Boiling au niveau de l’injecteur dans une tuye`re divergente.
- Le mode`le barotrop ou la pression dans le me´lange varie en fonction de
masse volumique. Le mode`le de Delannoy et Kueny [11] qui propose une loi de
forme sinuso¨ıdale.
3.1.3 Mode`le a` particules
On conside`re un nombre fini de particules (dans le cas de la cavitation ce
sont des bulles de vapeur) qui baignent dans un liquide continu. Les forces qui
s’appliquent sur ces particules englobent : la traine´e, la portance ainsi que leurs
moments. Ces forces affectent la trajectoire des particules. Ces hypothe`ses per-
mettent de de´terminer l’interaction particule-particule. Il est possible de connaitre
l’historique de la tempe´rature dans les bulles en mode´lisant le transfert de masse.
On retrouve rarement ce genre de mode`le dans la litte´rature qui se limitent sou-
vent a` des e´coulements incompressibles (les vapeurs sont incompressibles) avec
une proportion de vapeur faible.
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3.2 Le Mode`le d’e´quilibre homoge`ne
3.2.1 Introduction
Dans cette section, nous pre´sentons le mode`le d’e´quilibre homoge`ne ( HEM )
pour les e´coulements diphasiques. Pour plus de de´tails, il est sugge´re´ de consulter
l’article de re´fe´rence de Wendroff [7]. Il fait parti des mode`les a` un fluide. Nous
insistons sur les principales hypothe`ses du mode`le ainsi que des conditions de sa
validite´.
3.2.2 De´finition
C’est un mode`le de cavitation a` interface diffuse. On conside`re que le fluide
contient une phase unique, qui est homoge`ne. Cette phase est un me´lange entre
les phases re´elles liquide et vapeur. Chacune de ces phases pures doit eˆtre de´crite
par une e´quation d’e´tat adapte´e. Le mode`le renvoie une estimation de la masse
volumique du me´lange, a` partir de laquelle une fraction volumique de vapeur est
obtenue. Ce mode`le de cavitation a e´te´ utilise´ dans la premie`re version du code
de S. Khelladi (FV-MLS) pour le mode`le de cavitation de´veloppe´ par Bergerat
[3] dans le cadre de sa the`se de doctorat.
3.2.3 Hypothe`ses de base
La principale hypothe`se de ce mode`le est que l’e´quilibre me´canique thermo-
dynamique est atteint quasi instantane´ment. Cela implique ce qui suit :
- L’interface entre le liquide et la vapeur a une certaine e´paisseur ce qui permet
aux grandeurs physiques de varier de manie`re continue.
- L’e´quilibre me´canique permet de dire que les vitesses entre le liquide et la
vapeur dans la phase me´lange sont homoge´ne´ise´s. En d’autre termes, il n’y a
pas de glissement entre les deux phases. Il y a un parame`tre addimensionnel qui
permet de dire que cette hypothe`se est valide ou non. C’est le nombre d’Atwood
exprime´ dans l’e´quation 3.1. L’hypothe`se est d’autant plus ve´rifie´e quand ρv <<
ρl, ce qui donne une valeur de At proche de 1.
At =
ρl − ρv
ρl + ρv
(3.1)
- Les tempe´ratures du liquide et de la vapeur dans la phase me´lange sont
e´gales. Cela signifie qu’on conside`re le temps caracte´ristique pour atteindre l’e´qui-
libre thermodynamique tre`s petit devant le temps caracte´ristique de l’e´coulement.
Cela peut eˆtre estime´ par le nombre de Fourier :
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FO =
tc
L2/D
(3.2)
Ou` tc est le temps caracte´ristique de l’e´coulement. L une longueur caracte´-
ristique et D est le coefficient de diffusion thermique du fluide.
Il est particulie`rement bien adapte´ a` la simulation des e´coulements a` bulles
disperse´es.
Les faiblesses de ce mode`le sont bien connus : Il ne peut pas reproduire
une forte cine´tique ou effets du non-e´quilibre thermodynamique comme c’est
le cas, par exemple, dans les e´coulements annulaires ou un e´coulement de gaz
charge´ en gouttelettes. Lorsque les effets de non-e´quilibre sont petits, ils peuvent
eˆtre pris en compte par des termes de correction (mode`les des flux de vitesse
de´rive´es , mode`les d’e´bullition me´tastable) . Quand ils sont plus importants , des
e´quations supple´mentaires sont ne´cessaires pour une pre´vision pre´cise. D’autres
solutions existent pour e´tendre le domaine d’application de ce mode`le comme
e´largir artificiellement l’e´paisseur de l’interface comme le fait Jamet [21] ou le
coupler avec un mode`le de sous relaxation comme dans l’article de Cugliandolo
[10].
3.2.4 Les avantages du mode`le d’e´quilibre homoge`ne
- Il n’est pas ne´cessaire d’avoir des conditions additionnelles de saut dues a`
la discontinuite´ comme c’est le cas dans les mode`les a` interface discre`te.
- Il n’est pas ne´cessaire de traquer la surface comme c’est le cas dans les
mode`les a` suivi d’interface.
- les e´quilibres dynamique et thermique des deux phases sont pris dans le
meˆme maillage de calcul, et seule les e´quations de conservation du me´lange sont
conside´re´es (la phase est de´termine´e a` partir de la valeur de la densite´ obtenue
de l’e´quation d’e´tat).
- Une relative facilite´ dans l’imple´mentation du mode`le.
- Sous certaines conditions l’hypothe`se d’une interface discre`te n’est pas va-
lable d’ou` la ne´cessite d’utiliser un mode`le a` interface diffuse. Comme c’est le cas
juste au dessous du point critique.
- Dans le cas de la coalescence de deux bulles il n’est pas ne´cessaire de mode´-
liser le comportement des deux interfaces, de meˆme dans le cas de la formation
d’une bulle de cavitation a` partir de la phase liquide. Ce processus est continu
et ne peut eˆtre mode´lise´ que par un domaine continu.
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3.3 Syste`me d’e´quations pour le mode`le d’e´qui-
libre homoge`ne
Dans le mode`le HEM on conside`re que la pression et la tempe´rature dans
un volume fluide sont les meˆmes pour le liquide et sa vapeur. On y conside`re
aussi une densite´ e´quivalente qui est de´finie par la relation 3.3. Les e´quations de
conservation sont de´finies de la meˆme manie`re que pour un seul fluide. Elle sont
explicite´es dans cette section en deux dimensions. Pour la fermeture du syste`me
d’e´quations de transport, on peut utiliser diffe´rentes e´quations d’e´tat. On en a
se´lectionne´ quelques unes dans la section 3.3.
ρ = αρv,sat(T ) + (1− α)ρl,sat(T ) (3.3)
3.3.1 E´quations de conservation
On de´finit les e´quations de conservation de la masse 3.4 de la quantite´ de
mouvement 3.5 et de l’e´nergie 3.6 comme suit :
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρ~V ) = 0 (3.4)
∂ρ~V
∂t
+ ~∇ · (ρ~V ⊗ ~V ) + ~∇p = ~∇ · τ¯ + SG + STS (3.5)
∂ρE
∂t
+ ~∇ · ((ρE + p)~V ) = ~∇ · (τ¯ · ~V ) + ~∇ · ~q + SEG + SETS (3.6)
ou` en 2d le tenseur des contrainte τ est de´finit par la relation suivante :
τ¯ = µ
[(
~∇⊗ ~V
)
+
(
~∇⊗ ~V
)t]
− 2µ
3
(
~∇ · ~V
)
I¯ (3.7)
Quand au flux de chaleur ~q, il est de´finie par la loi de Fourier en fonction du
gradient de tempe´rature et de la conductivite´ thermique k :
~q = −k~∇T (3.8)
La densite´ d’e´nergie totale E est de´finie par la relation suivante :
E = e+
u2 + v2
2
(3.9)
ou` e est la densite´ d’e´nergie interne.
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SG et SEG : sont les termes sources relatifs a` la force de gravitation qu’on
de´finira dans la section 3.3.5.
STS et SETS : sont les termes sources relatifs a` la force de tension de surface
qu’on de´finira dans la section 3.4.
Dans les calculs d’application pour fermer ce syste`me d’e´quations on utilise
les e´quations d’e´tat de´finies dans la section 3.3.4.4.
3.3.2 Proce´dure de calcul des variables primitives
Dans une ite´ration temporelle, on re´alise deux e´tapes successives. La pre-
mie`re consiste a` mettre a` jours les variables conservatives U = (ρ, ρu, ρv, ρE) en
re´solvant le syste`me d’e´quation (3.4-3.6). La deuxie`me consiste quand a` elle au
calcul de la pression, de la tempe´rature et de la fraction vapeur en utilisant les
e´quations d’e´tat a` travers l’algorithme de transition de phase 3.3.3.
3.3.3 Algorithme de transition de phase
Cet algorithme est subdivise´ en deux e´tapes.
3.3.3.1 Calcul de la tempe´rature d’e´quilibre
Dans cette e´tape, on de´termine la tempe´rature correspondant a` la densite´
et a` l’e´nergie interne calcule´es lors de la re´solution du syste`me d’e´quations de
conservation. Cette proce´dure est ite´rative car la tempe´rature intervient dans
le calcul des densite´s de saturation liquide et vapeur. On commence par choisir
une tempe´rature de de´part note´e Tstart = T
n. On entre ensuite dans une boucle
ite´rative qui fait ceci :
-Si ρ < ρv,sat(T ) la nouvelle valeur de la tempe´rature est calcule´e graˆce a` la
formule 3.29.
-Si ρ > ρl,sat(T ) la nouvelle valeur de la tempe´rature est calcule´e graˆce a` la
formule 3.31.
-Si ρv,sat(T ) < ρ < ρl,sat(T ) la nouvelle valeur de la tempe´rature est calcule´e
graˆce a` la formule 3.33. Dans ce cas on obtient une e´quation non line´aire qu’on
re´sout de deux manie`res diffe´rentes (voir annexe A).
On sort de la boucle quand la diffe´rence entre deux valeurs successives de
tempe´rature est infe´rieure a` un epsilon choisi.
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3.3.3.2 De´termination de la pression et de la fraction volumique
Une fois la tempe´rature connue, on calcule les densite´s de saturation liquide
et vapeur.
-Si ρ < ρv,sat(T ) la pression est calcule´e graˆce a` la formule 3.28. Et la fraction
volumique de vapeur α = 1.
-Si ρ > ρl,sat(T ) la pression est calcule´e graˆce a` la formule 3.31. Et la fraction
volumique de vapeur α = 0.
-Si ρv,sat(T ) < ρ < ρl,sat(T ) la pression est constante et e´gale a` la pression de
saturation. La fraction volumique de vapeur est de´termine´e graˆce a` la formule
3.34
3.3.4 E´quations d’e´tat
3.3.4.1 E´quation des gaz raides
La loi d’e´tat calorique p = p(ρ, e), sous l’approximation ”Stiffened Gas ”, peut
eˆtre e´crite sous la forme suivante :
p(ρ, e, α) = (γ(α)− 1) ρ (e− q(α))− γ(α)P∞(α) (3.10)
On peut e´crire la pression en fonction de la tempe´rature et de la masse volu-
mique comme suit
p(ρ, T ) = (γ − 1)CvTρ+K(ρ) (3.11)
Cette formule est obtenue en utilisant les lois de Maxwell ([29]).
K est une fonction de la masse volumique uniquement. Pour e´viter des e´tats
non physiques, comme une vitesse du son au carre´ ne´gative, K est prise e´gale a`
P∞. On remarque dans l’e´quation 3.10 que les parame`tres γ , q et P∞ de´pendent
de la phase conside´re´e. De meˆme que pour l’e´quation 3.11 ou` la capacite´ calo-
rifique a` volume constant Cv de´pend de la phase. Dans le cas d’un fluide et sa
vapeur ces parame`tres sont de´termine´s en utilisant les courbes expe´rimentales
de saturation. A chaque valeur de la tempe´rature correspond une unique pres-
sion appele´e pression de vapeur saturante. Dans la re´fe´rence [17], pour l’eau on
obtient les valeurs suivantes :
p∞,l = 109Pa, P∞,v = 0
Cv,l = 1816J.K
−1.kg−1, Cv,v = 1040J.K−1.kg−1
γl = 2.35, γv = 1.43
ql = −1167 · 103J.kg−1, qv = 2030 · 103J.kg−1
Pour la phase me´lange on peut calculer ces parame`tres en fonction de la
fraction volumique de vapeur α qui est de´finie comme suit :
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α =
ρe− ρsatl esatl
ρsatv e
sat
v − ρsatl esatl
(3.12)
On de´finit des formules a` partir de α pour le calcul des diffe´rents parame`tres :
ρq(α) = αρvqv + (1− α)ρlql (3.13)
1
γ(α)− 1 =
α
γv − 1 +
1− α
γl − 1 (3.14)
p∞(α) =
γ(α)− 1
γ(α)
[
α
γv
γv − 1p∞,v + (1− α)
γl
γl − 1p∞,l
]
(3.15)
3.3.4.2 E´quation d’e´tat de Van Der Waals
Nous allons pre´senter dans cette section la forme ge´ne´rale des e´quations de
Van der Waals. En se basant sur l’e´nergie libre de Helmotz, on de´finit les quantite´s
thermodynamiques en utilisant les formules suivantes :
e(T, ρ) = f(T, ρ)− T ∂f(T, ρ)
∂T
(3.16)
s(T, ρ) = −∂f(T, ρ)
∂T
(3.17)
p(T, ρ) = ρ2
∂f(T, ρ)
∂ρ
(3.18)
Dans l’e´quation 3.19 on pre´sente l’e´nergie libre de Helmotz pour un fluide de
van der Waals et les expressions des grandeurs thermodynamiques . Ces re´sultats
sont tire´s de la the`se de Diehl [12]
f (T, ρ) = −aρ+ kT log
(
ρ
b− ρ
)
− cT log
(
T
T0
)
− dT + cte (3.19)
e(T, ρ) = −aρ+ cT + cte (3.20)
s(T, ρ) = −klog
(
ρ
b− ρ
)
+ clog
(
T
T0
)
+ d (3.21)
p(T, ρ) = kb
ρT
b− ρ − aρ
2 (3.22)
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Les constantes a b c et d varient en fonction du fluide et peuvent eˆtre calcule´es
en fonction des valeurs des tempe´rature, densite´ et pression critiques (ces donne´es
sont disponibles dans la re´fe´rence [12]). Pour l’eau on a :
Tc =
8ab
27k
= 647.096K
pc =
ab2
27
= 22.064 · 106Pa
ρc = b/3 = 322kg/m
3
Ce qui donne les valeurs suivantes pour les coefficients : a = 640.02m5/kgs2 ,
b = 966kg/m3, k = 283.07m2/Ks2, d = cv. On prend c = −d comme c’est le cas
dans la the`se de Diehl [12].
Vitesse du son pour un fluide de Van Der Waals
La vitesse du son est calcule´e en de´rivant la pression par rapport a` la densite´ :
c2 =
∂p
∂ρ
(3.23)
ce qui donne :
c2 =
kTb2
(b− ρ)2 − 2aρ (3.24)
la vitesse du son est donne´e par :
c =
√
kTb2
(b− ρ)2 − 2aρ (3.25)
Dans la zone (A,B) dans la figure 3.2 la pression augmente avec la diminution
de la densite´ ce qui implique une vitesse du son imaginaire (voir figure 3.1). La
solution propose´e est de limiter la valeur de la vitesse du son a` 1m/s.
Difficulte´ Nume´rique
L’e´quation de Van Der Waals est largement utilise´e dans les e´coulements de
type liquide-vapeur. Des e´tudes ante´rieures re´fe`rent a` une difficulte´ nume´rique
(forte instabilite´) lie´e a` l’e´volution de la pression en fonction de la densite´. Dans
la zone AB de la figure 3.2 qui correspond a` l’interface liquide-vapeur, la pression
augmente alors que la densite´ diminue. L’e´tat du fluide de´ge´ne`re tre`s rapidement
en un me´lange de phase liquide et vapeur. La solution propose´e par Liu & Gomez
[33] est d’inclure dans les e´quations de Navier Stokes et Korteweg un terme
re´gularisant sous forme d’ope´rateur diffe´rentielle applique´ a` la densite´.
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Figure 3.1 – Vitesse du son calcule´e pour un fluide de Van Der Waals a` T =
295K
Figure 3.2 – Variation de la pression en fonction de la masse volumique avec
une formulation de Van Der Waals
32 CHAPITRE 3. MODE´LISATION DE LA CAVITATION
Figure 3.3 – L’e´quation d’e´tat de Van Der Waals et l’e´quation d’e´tat de Tait
modifie´e pour une tempe´rature de 295K
3.3.4.3 E´quation de VDW addimensionnelle
Pour reproduire certains cas tests afin de valider le code de calcul nous avons
e´te´ amene´s a` utiliser la version addimensionnelle des e´quations de Van Der Waals.
Nous avons re´alise´ l’addimensionnement par rapport aux meˆmes grandeurs uti-
lise´es dans l’article de H. Gomez [16]. Les distances sont addimensionne´es par
rapport l’e´chelle de longueur L0 qui repre´sente la longueur du domaine de calcul,
la masse par bL30, la tempe´rature par la tempe´rature critique Tc et le temps par
L0/
√
ab. On obtient l’expression suivante pour la pression :
pˇ =
8Tˇ ρˇ
27(1− ρˇ) − ρˇ
2 (3.26)
Ou` pˇ, Tˇ etρˇ sont respectivement la pression , la tempe´rature et la densite´ addi-
mensionnelles.
La vitesse du son addimensionnelle est donne´e par la formule suivante :
cˇ =
√
8Tˇ
27(1− ρˇ)2 − 2ρˇ (3.27)
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3.3.4.4 Equation d’e´tat du mode`le homoge`ne
Dans ce cas on utilise une e´quation diffe´rente pour chaque phase et une troi-
sie`me e´quation pour la phase me´lange.
E´quation d’e´tat de la phase vapeur
pv = (γv − 1)ρvev (3.28)
ou` : γv = 1.32 est le le rapport des capacite´s thermiques pour la vapeur,
ev = Cvv(Tv − T0) + Lv(T0) + el0 repre´sente l’e´nergie interne de la vapeur.
Lv(T0) = 2.75310
6Jkg−1K−1 : la chaleur latente de vaporisation,
el0 = 617Jkg
−1 : l’e´nergie interne de vaporisation a` la tempe´rature de re´fe´-
rence T0 = 273.15K
Cvv = 1410.8Jkg−1K−1 : le coefficient de chaleur spe´cifique a` volume constant.
On combinant les relations pour la pression et l’e´nergie il est possible d’obtenir
une formule pour le calcul de la tempe´rature :
Tv =
ev − el0 − Lv(T0)
Cvv
+ T0 (3.29)
E´quation d’e´tat de la phase liquide
Pour la phase liquide, nous choisissons de fermer le syste`me d’e´quations avec
la loi de Tait modifie´e qui permet une tre`s bonne estimation de la pression dans le
spectre de tempe´rature correspondants aux applications qu’on cherche a` simuler.
C’est ce qui est illustre´ sur la figure 3.3 ou` l’on voit une superposition entre la
courbe de la Loi de Tait modifie´e en vert et la courbe donne´e par la base de
donne´es standard de re´fe´rence NIST, en pointille´, pour une tempe´rature de 295
K. La pression est ainsi relie´e a` la tempe´rature par :
pl = K0
[(
ρ
ρl,sat(T )
)N
− 1
]
+ Psat(Tl) (3.30)
K0 et N sont des constantes de´pendantes du fluide en question. Pour l’eau,
K0 = 3.310
8Pa, et N = 7.15. Cette e´quation permet de conside´rer un e´tat pur
comme e´tant la composante sature´e d’un e´coulement multiphasique. L’e´nergie
interne est donne´e par la formule suivante :
el = Cvl(Tl − T0) + el0.
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ou` le coefficient de chaleur spe´cifique a` volume constant de l’eau liquide Cvl a`
pour valeur 4180Jkg−1K−1.
La tempe´rature peut eˆtre exprime´e par la formule suivante :
Tl =
el − el0
Cvl
− T0 (3.31)
E´quation d’e´tat de la phase me´lange
Dans le mode`le de me´lange homoge`ne, la phase de me´lange conside`re les deux
phases en pre´sence comme e´tant a` l’e´quilibre thermodynamique. La pression de
la phase de me´lange est conside´re´e comme e´tant e´gale a` la pression de saturation :
p = psat(T ) (3.32)
L’e´quation de l’e´nergie du me´lange est de´termine´e par la moyenne ponde´re´e
selon la fraction volumique de vapeur en regard des e´nergies internes de chacune
de leur phase correspondante :
ρe = αρv,sat(T )ev(T ) + (1− α)ρl,sat(T )el(T ) (3.33)
ou`
α =
ρ− ρl,sat(T )
ρv,sat(T )− ρl,sat(T ) (3.34)
Le reste des parame`tres sont re´sume´s dans les tableaux 3.1
3.3.5 Prise en compte de la gravite´
La force de gravitation est une force volumique due a` l’attraction qu’exerce
la terre sur les objets qui l’occupent. Dans les e´coulements liquide-vapeur, la
force de gravitation ne peut eˆtre ne´glige´e devant les efforts hydrodynamiques
dans le cas ou` la diffe´rence de densite´ entre la phase liquide et vapeur est assez
grande. Elle a un effet sur la trajectoire des bulles de cavitation, mais elle agit
aussi comme force de de´formation quand elle est associe´e a` la viscosite´. Elle vient
s’opposer a` la force de tension de surface qui elle tend a` garder la bulle sphe´rique
(ce phe´nome`ne est caracte´rise´ par le nombre de Bond voir chapitre 1). Elle cre´e
un gradient de pression dans le liquide et lorsque la bulle de cavitation est assez
grande, ce gradient tend a` la rendre asyme´trique. On prend en compte la force
de gravitation via des termes sources qu’on ajoute a` l’e´quation de conservation
de la quantite´ de mouvement et dans l’e´quation de conservation de l’e´nergie.
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Tableau 3.1 La pression, l’e´nergie, la viscosite´ et la vitesse du son pour les
phases liquide, vapeur et me´lange.
Liquide
Pression pl = K0
[(
ρ
ρl,sat(T )
)N
− 1
]
+ Psat(Tl)
E´nergie
interne
el = Cvl(Tl − T0) + el0
Viscosite´ µl = A · 10B/Tl−C
Vitesse
du son
c20 = (N(p− psat(T ) +K0) /ρ+
p/ (ρ2Cvl) [∂psat(T )/∂T − (∂ρl,sat(T )/∂T ) (N(p− psat(T ) +K0) /ρl,sat(T )]
Vapeur
Pression pv = (γv − 1)ρvev
E´nergie interne ev = Cvv(Tv − T0) + Lv(T0) + el0
viscosite´ µv = µ0
(
Tv
T0
)( 3
2
)
T0+s
Tv+s
Vitesse du son cv =
√
γvRvTv
Me´lange
Pression p = psat(T )
E´nergie interne ρe = αρv,sat(T )ev(T ) + (1− α)ρl,sat(T )el(T )
Viscosite´ µm = αµv + (1− α)µl
Vitesse du son 1/ρc2m = α/ (ρv,sat(T )c
2
v) + (1− α)/ (ρl,sat(T )c2l )
∂ρ~V
∂t
+ ~∇ · (ρ~V ⊗ ~V ) + ~∇p = ~∇ · τ¯ + ρ~g + STS (3.35)
∂ρE
∂t
+ ~∇ · ((ρE + p)~V ) = ~∇ · (τ¯ · ~V ) + ~∇ · ~q + ρ~g · ~V + SETS (3.36)
Les termes sources de gravitation sont de´finis comme suit
SG = ρ~g (3.37)
SEG = ρ~g · ~V (3.38)
Remarque
Dans les calculs que nous allons pre´senter en ce qui concerne la prise en
compte de la force de gravitation nous nous limitons au cas isotherme.
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3.4 Prise en compte de la tension de surface
Il existe dans la litte´rature une multitude de mode`les de tension de surface.
Certains de ces mode`les prennent en compte de manie`re explicite ses effets par
le calcul des forces capillaires qui sont fonction de la tension de surface et de la
courbure de l’interface liquide-vapeur. D’autres mode`les incluent ses effets impli-
citement dans le tenseur des contraintes. Ils font intervenir une de´rive´e troisie`me
de la masse volumique et, indirectement, la tension de surface et l’e´paisseur de
l’interface liquide-vapeur. On a choisi un mode`le de chacune des deux cate´go-
ries pre´ce´dentes. Le premier est le mode`le de gradient de couleur de´veloppe´ par
Brackbill [4], et le second mode`le prend en compte la tension de surface a` travers
le tenseur de Korteweg.
3.4.1 Mode`le direct
Cette me´thode se base sur l’utilisation des e´quations de Navier-Stokes in-
cluant les forces capillaires qui sont des forces surfaciques s’appliquant uni-
quement et perpendiculairement a` l’interface liquide-vapeur. Comme le montre
l’e´quation 3.39 les forces capillaires sont fonction de la tension de surface σ et de
la courbure de l’interface liquide-vapeur.
~Fσ = σκ~nLV (3.39)
Dans notre cas l’interface liquide-vapeur est diffuse et comporte une certaine
e´paisseur. Cela pose deux proble`mes : le calcul de la courbure κ et de la normale
~nLV . Brackbill [4] propose une me´thode pour y reme´dier. Cette me´thode est
base´e sur l’utilisation d’une grandeur physique qui prend une valeur fixe pour
le liquide et une autre valeur pour la vapeur et qui varie graduellement entre
ces deux valeurs dans l’interface. Dans son e´tude, Brackbill a utilise´ la masse
volumique. Nous avons utilise´ une grandeur adimensionnelle qui est la fraction
volumique de vapeur α.
~nLV = ∇α (3.40)
κ = −∇ · ~nLV (3.41)
Nous prenons α e´gal a` 0 dans le liquide et 1 dans la phase vapeur. Sachant
cela et d’apre`s l’e´quation (3.40) qui de´finit la normale en fonction de la fraction
de vapeur, la normale a` l’interface (liquide-vapeur) doit eˆtre toujours dirige´e du
liquide vers la vapeur. Si l’on se place du cote´ de la vapeur cette normale est
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toujours entrante. La direction de la force capillaire est porte´e par l’axe de la
normale n mais de´pend du signe de la courbure κ. Si κ est positive l’interface est
convexe par rapport au liquide et concave par rapport a` la vapeur. Donc, la force
est dirige´e de la vapeur vers le liquide et vice versa dans le cas ou` κ est ne´gative.
Cette me´thode est facile a` mettre en œuvre mais elle pre´sente un grand incon-
ve´nient. Plus l’e´paisseur de la zone de me´lange est grande et moins la courbure
calcule´e est pre´cise. D’ou` la ne´cessite´ d’avoir un maillage assez fin, du moins
autour de l’interface.
Une autre piste est a` explorer concernant l’ajout des forces capillaires. Dans
la litte´rature, elles apparaissent souvent comme e´tant une condition aux limites
sur l’interface liquide-vapeur. Concre`tement, on impose un saut de pression a`
l’interface qui est e´gale a` σκ. Une fac¸on de faire consiste a` rajouter directement
ce terme dans l’expression de la pression.
3.4.2 Mode`le indirect
Ce mode`le consiste a` ajouter aux e´quations de quantite´ de mouvement la
divergence du tenseur de Korteweg qui est de´fini dans l’e´quation 3.42
K = λ
[(
ρ∆ρ+
1
2
|∇ρ|2
)
I −∇ρ∇ρT
]
(3.42)
λ de´signe le coefficient de capillarite´. C’est un parame`tre qui augmente pro-
portionnellement avec la tension de surface σ. Il de´pend aussi de l’e´paisseur de
l’interface liquide vapeur. Dans un premier temps on ne conside`re que sa de´pen-
dance par rapport a` σ.
Pour le calcul des de´rive´es partielles de ρ, on utilise la reconstruction MLS
qui est explique´e dans la section 4.4.
On se retrouve a` re´soudre le syste`me d’e´quation suivant :
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0 (3.43)
∂ρ~V
∂t
+ ~∇ · (ρ~V ⊗ ~V ) + ~∇p (ρ) = ~∇ · (τ¯ +K) (3.44)
∂Eˇ
∂t
+ ~∇ ·
(
(Eˇ + p)~V
)
= ~∇ ·
(
(τ¯ +K)~V
)
− ~∇ · qˆE (3.45)
Ou` Eˇ repre´sente l’e´nergie totale e´tendue. Elle est de´finie par Diehl [12] dans
l’e´quation 3.46.
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Eˇ = ρ
(
e(T, ρ) +
1
2
∣∣∣~V ∣∣∣2)+ λ
2
∣∣∣~∇ρ∣∣∣2 (3.46)
qˆE = ρ
2~∇ · ~V λ
ρ
~∇ρ− κ~∇T (3.47)
Le syste`me NSK comporte un terme additionnel dans le tenseur de contraintes
qui de´crit les forces qui agissent a` l’interface liquide-vapeur. Les effets de transfert
thermique a` travers l’interface apparaissent dans la modification de l’e´quation de
conservation de l’e´nergie sachant que e = e(T, ρ), p = p(T, ρ) et ~∇qE(T, ρ) sont
respectivement l’e´nergie interne, la pression et le flux de chaleur (de´fini dans
l’e´quation 3.47) qui sont fonction de la tempe´rature et de la densite´.
La manie`re la plus e´vidente qui se pre´sente a` nous est d’additionner les ten-
seurs de contraintes visqueuses et de Korteweg. Apre`s le de´veloppement de l’e´qua-
tion (3.42) on obtient l’expression du tenseur K.
K = λ

ρ
(
∂2ρ
∂x2
+ ∂
2ρ
∂y2
)
+ 1
2
(
∂ρ
∂y
)2
− 1
2
(
∂ρ
∂x
)2 ∂ρ
∂x
∂ρ
∂y
∂ρ
∂x
∂ρ
∂y
ρ
(
∂2ρ
∂x2
+ ∂
2ρ
∂y2
)
+ 1
2
(
∂ρ
∂x
)2 − 1
2
(
∂ρ
∂y
)2
 (3.48)
Au regard des re´sultats que nous avons obtenus, nous avons opte´ pour une
autre manie`re d’inclure le terme de Korteweg. Nous utilisons l’e´galite´ suivante :
~∇ ·K = λρ~∇∆ρ (3.49)
On le conside`re comme un terme source, pareillement que dans [12]. On ob-
tient ainsi la relation suivante :
STSx = λρ
(
∂3ρ
∂x3
+
∂3ρ
∂x∂y2
)
STSy = λρ
(
∂3ρ
∂y∂x2
+
∂3ρ
∂y3
)
(3.50)
En ce qui concerne l’e´quation de conservation de l’e´nergie, on utilise le terme
source suivant :
SETS = ∇ · (K · ~V ) (3.51)
SETS = ∇ ·
(
Kxxu+Kxyv
Kxyu+Kyyv
)
(3.52)
Apre`s de´veloppement, on retrouve la formule suivante pour le terme source
de Korteweg pour l’e´quation de conservation de l’e´nergie.
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SETS = λ
[
ρ
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
∆ρ+
1
2
(
∂u
∂x
− ∂v
∂y
)[(
∂ρ
∂y
)2
−
(
∂ρ
∂x
)2]]
−λ
[(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
∂ρ
∂x
∂ρ
∂y
+ uρ
(
∂3ρ
∂x3
+
∂3ρ
∂x∂y2
)
+ vρ
(
∂3ρ
∂x2∂y
+
∂3ρ
∂y3
)] (3.53)
3.4.2.1 Difficulte´s lie´es au terme de Korteweg
La premie`re difficulte´ est l’estimation de la de´rive´e partielle d’ordre trois de
la densite´ en espace. De plus le terme de Korteweg inclut une e´chelle de longueur
qui repre´sente l’e´paisseur de l’interface liquide-vapeur. Cette e´chelle de longueur
doit eˆtre prise en compte par le maillage. Par souci de re´alisme l’e´paisseur de
l’interface doit eˆtre la plus petite possible. Pour bien comprendre ce qui pose
proble`me il faut regarder le terme de Korteweg qui est une multiplication du
coefficient λ et des de´rive´es spatiales de la densite´. Pour un maillage donne´, la
de´rive´e d’une variable est prise comme la variation de celle-ci sur une longueur
de maille divise´e par la longueur de la cellule. Maintenant, si la longueur de la
cellule est plus grande (beaucoup plus grande dans nos cas test) que la taille de
l’interface liquide vapeur, on sous estime tre`s largement la valeur des de´rive´es
de la densite´. Par conse´quent, si on utilise la valeur physique du coefficient λ on
sous estime la force de tension de surface.
Il existe des me´thodes qui contournent ce proble`me en e´largissant artificiel-
lement l’interface liquide-vapeur tout en prenant soin de ne pas modifier les
grandeurs surfaciques telle que la tension de surface C’est le cas dans le travail
de Jamet [21].
Notre de´marche consiste a` de´terminer la valeur du coefficient λ que l’on doit
utiliser pour contrecarrer l’effet du maillage qui sous estime les de´rive´es de la
densite´. Et cela on se basant sur la me´thode d’e´largissement artificielle de l’in-
terface liquide-vapeur propose´e par Jamet [21]. C’est ce qui est de´veloppe´ dans
la section suivante.
3.4.3 Le calcul du coefficient capillaire λ
Si on se place dans un repe`re 2d, la force de tension de surface est de´finie
comme e´tant le produit entre la tension de surface σ et la courbure de cette
dernie`re. Dans le cas ou` l’on conside`re une e´paisseur de l’interface liquide vapeur
sur laquelle la transition entre la vapeur et le liquide se fait de manie`re continue,
et que l’on choisi de mode´liser les effets capillaires par le terme de Korteweg, on
se retrouve avec un tenseur de contrainte 3.48 dont le produit avec la normale
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Figure 3.4 – Repre´sentation de l’interface diffuse liquide-vapeur. Interface plane
en 2d
a` la surface ~ds (voir le sche´ma 3.4) donne la force de la tension de surface. La
question se pose donc de la possibilite´ de de´finir une relation entre le coefficient
de capillarite´ λ et la tension de surface σ. Une recherche bibliographique dans ce
sens nous a mene´ au de´veloppement re´alise´ par Jamet [21] qui permet de relier
les deux grandeurs sous re´serve de connaitre le profil de la masse volumique a`
l’inte´rieur de l’interface liquide vapeur. Il aboutit a` la relation suivante qui est
ve´rifie´e dans le cas de l’e´quilibre thermodynamique.
σ =
∫ ∞
−∞
λ
(
dρ
dz
)2
(3.54)
Pour de´terminer une expression reliant σ a` λ il faut connaitre le profil de la
masse volumique, en fonction de l’abscisse z, a` l’inte´rieur de l’interface liquide-
vapeur.
Le de´veloppement qui suit a pour but de trouver une expression pour le profil
de la masse volumique.
On conside`re le syste`me fluide compose´ d’une zone vapeur, d’une autre liquide
et de l’interface entre les deux. L’e´nergie interne du fluide de´pend non seulement
de son entropie et de sa masse volumique mais aussi de son gradient de densite´.
On note F l’e´nergie libre du fluide et F 0 l’e´nergie libre dite classique.
F = F 0 + λ
(∇ρ)2
2
(3.55)
On appelle l’e´nergie libre totale la fonction F (ρ, T,∇ρ) et sa diffe´rentielle
s’e´crit :
dF = −SdT + gdρ+ Φ · d∇ρ (3.56)
S e´tant l’entropie , g l’enthalpie libre de Gibbs.
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L’e´tat d’e´quilibre d’un syste`me ferme´ et isole´ correspond a` une entropie maxi-
male. On aura donc :
δ
∫
V
[S + L1U(S, ρ,∇ρ) + L2ρ]dV = 0 (3.57)
U e´tant l’e´nergie interne, L1 et L2 sont deux contraintes correspondant,respectivement,
aux conservations de l’e´nergie et de la masse.
Puisque U = F + ST . On aura∫
V
[(1 + L1T )δS + (L1g + L2)δρ+ L1Φ · δ∇ρ]dV = 0 (3.58)
En utilisant la transformation suivante :
Φ · δ∇ρ = ∇ · (Φδρ)− (∇ · Φ)δρ
Et en imposant un angle de contact de 90◦ sur la limite du domaine qui s’e´crit
comme suit : ∫
V
∇ · (Φδρ)dV =
∫
∂V
n · Φδρds = 0
On obtient :∫
V
[(1 + L1T )δS + (L1(g −∇ · Φ) + L2)δρ]dV = 0 (3.59)
L’e´quation 3.59 est satisfaite pour :
T = − 1
L1
g −∇ · Φ = −L2
L1
ou` L1 et L2 sont constantes. La premie`re condition correspond a` une tempe´ra-
ture d’e´quilibre constante dans tout le domaine et la deuxie`me condition donne
l’expression de l’enthalpie de Gibbs ge´ne´ralise´e qu’on note g˜.
g˜ = g −∇ · Φ = cste (3.60)
On re´e´crit la condition d’e´quilibre 3.60 en utilisant la de´finition de l’enthalpie
libre de Gibbs ge´ne´ralise´e : g˜ = ∂F/∂ρ. et en utilisant l’expression de l’e´nergie
libre totale de´finie par la formule 3.55. On obtient l’expression suivante.
∂F 0
∂ρ
(ρ, T0)− λ∇2ρ = cste (3.61)
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On obtient une e´quation diffe´rentielle que le profil de densite´ ρ(z) doit satisfaire
a` l’e´quilibre. On conside`re une interface plane ou` z est la coordonne´e normale a`
l’interface. On recherche la fonction ρ(z) qui satisfasse la condition :
g0(ρ)− λd
2ρ
dz2
= cste (3.62)
Sachant que dans la phase liquide pure et la phase vapeur pure (c.a.d. loin
de l’interface) on a d2ρ/dz2 = 0 et dρ/dz = 0. on aura :
g0(ρv) = g
0(ρl) = g
0
eq (3.63)
En multipliant l’e´quation 3.62 par dρ/dz et apre`s inte´gration par rapport a` ρ
on obtient :
F 0(ρ)− F 0(ρv)− geq(ρ− ρv) = λ
2
(
dρ
dz
)2
(3.64)
On de´finit la fonction suivante :
W (ρ) = F 0(ρ)− F 0(ρv)− geq(ρ− ρv) (3.65)
En utilisant une mode´lisation de la fonction W (ρ) propose´e par Jamet [21].
W (ρ) = A(ρ− ρv)2(ρ− ρl)2 (3.66)
On re´e´crit donc l’e´quation 3.64, apre`s une premie`re inte´gration, comme suit
dρ
dz
=
√
2A
λ
(ρ− ρv)(ρ− ρl) (3.67)
Cette e´quation admet la solution suivante :
ρ(z) =
ρl + ρv
2
+
ρl − ρv
2
tanh
( z
2h
)
(3.68)
avec h repre´sentant l’e´paisseur de l’interface liquide-vapeur.
h =
1
ρl − ρv
√
λ
2A
(3.69)
A est un parame`tre caracte´ristique de la fonction F 0(ρ). Pour le de´terminer
on utilise les relations suivantes :(
∂p
∂ρ
)
v
= 2Aρv(ρl − ρv)2 (3.70)
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(
∂p
∂ρ
)
l
= 2Aρl(ρl − ρv)2 (3.71)
Maintenant qu’on a de´termine´ une expression pour la densite´ ρ(z) dans l’in-
terface, il est possible d’avoir une relation entre la tension de surface σ et le
coefficient capillaire λ en utilisant l’e´quation 3.54. On obtient donc :
σ =
(ρl − ρv)3
6
√
2Aλ (3.72)
En utilisant l’e´quation 3.69 on obtient une relation liant la tension de surface
physique σ avec l’e´paisseur de l’interface h et le coefficient capillaire λ artificiel.
λ =
3σh
2(ρl − ρv)2 (3.73)
L’e´paisseur de l’interface h est donne´e par la relation suivante :
h =
n∑
i
√
Ai
n
(3.74)
ou` n est le nombre de mailles total du domaine et Ai la surface d’une cellule
i du maillage.
3.5 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre les de´tails concernant le mode`le de
cavitation de´veloppe´ pour la prise en compte de la gravitation et surtout de
la tension de surface par le terme de Korteweg. Nous nous sommes inte´resse´
a` la proble´matique d’avoir une e´paisseur d’interface liquide-vapeur artificielle
pour les mode`les a` interface diffuse et nous y avons apporte´ une re´ponse en
calculant le coefficient capillaire λ suivant la taille du maillage. Dans le chapitre
qui suit nous allons aborder la discre´tisation temporelle et spatiale des e´quations
de conservation en utilisant la me´thode des moindres carre´s mobiles.

Chapitre 4
Me´thode Nume´rique
Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2 E´quations a` re´soudre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.3 Formulation en volumes finis . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.4 Me´thode MLS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.4.1 De´finition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.4.2 Le Stencil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.4.3 Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.4.4 Fonctions de forme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.4.5 Fonctions Kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.4.6 Estimation des De´rive´es Spatiales . . . . . . . . . . . . . 53
4.5 Discre´tisation des flux nume´riques . . . . . . . . . . . . . 55
4.5.1 Flux de convection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.5.2 Flux de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.6 Traitement des termes sources . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.6.1 Le terme source de gravitation SG . . . . . . . . . . . . . 59
4.6.2 Le terme source de tension de surface . . . . . . . . . . . 60
4.7 Discre´tisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.8 Conside´rations lie´es au mode`le nume´rique . . . . . . . . 62
4.8.1 Traitement de la turbulence et la me´thode FV-MLS : l’ap-
proche MILES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.8.2 Les discontinuite´s et les ordres e´leve´s . . . . . . . . . . . . 62
4.8.3 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.9 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.1 Introduction
Dans ce chapitre nous de´crivons les e´tapes de re´solution des e´quations dif-
fe´rentielles de type Navier-Stokes & Korteweg. Nous avons choisi d’utiliser la
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me´thode des Volumes Finis combine´e a` une approximation par moindres carre´s
mobiles (FV-MLS) pour la discre´tisation spatiale des e´quations de conservation.
Cette manie`re de proce´der permet d’utiliser des maillages non structure´s tout en
minimisant le nombre d’ope´ration effectue´es lors d’une ite´ration.
4.2 E´quations a` re´soudre
Pour e´viter l’encombrement dans l’e´criture nous allons utiliser la formulation
suivante pour le syste`me d’e´quations 3.4 a` 3.6.
∂U
∂t
+
∂Fx
∂x
+
∂Fy
∂y
= S (4.1)
Dans cette e´quation U repre´sente le vecteur des variables conservatives donne´
par la relation suivante :
U =

ρ
ρu
ρv
ρE
 (4.2)
les termes Fx et Fy repre´sente les flux qui sont de´finis par
Fx = F
C
x − FVx (4.3)
Fy = F
C
y − FVy (4.4)
Ou` l’exposant V signifie visqueux et l’exposant C convectif.
FCx =

ρu
ρu2 + p
ρuv
(ρE + p)u
 ,FVx =

0
τxx
τxy
uτxx + vτxy − qx
 (4.5)
FCy =

ρv
ρuv
ρv2 + p
(ρE + p)v
 ,FVy =

0
τxy
τyy
uτxy + vτyy − qy
 (4.6)
Et S le terme source qui comprend les termes source de Korteweg et de
gravitation :
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S =

0
STSx + SGx
STSy + SGy
SETS + SEG
 (4.7)
4.3 Formulation en volumes finis
On subdivise le domaine de calcul en volumes de controˆle Ωi qui ont pour
frontie`res Γi. Rappelons qu’en 2d, le volume de controˆle est une surface et que la
frontie`re est un contour . La discre´tisation par volumes finis se fait en utilisant
la forme inte´grale des e´quations de conservation du syste`me 4.1.
∂
∂t
∫ ∫
Ωi
U dΩi +
∫
Γi
(Fxnx + Fyny) dΓi =
∫ ∫
Ωi
S dΩi (4.8)
ou` n =
(
nx
ny
)
est la normale sortante a` la frontie`re Γi.
Le terme temporel peut eˆtre re´e´crit sous la forme suivante :
∂
∂t
∫ ∫
Ωi
U dΩi = Ωi
∂U¯
∂t
(4.9)
ou` U¯ =
∫ ∫
Ωi
U(x, y)dΩi est le vecteur des valeurs moyennes des variables conser-
vatives dans le volume de controˆle Ωi.
Au final on re´sout le syste`me d’e´quation suivant :
∂U¯
∂t
= − 1
Ωi
Ri (4.10)
ou` le re´sidu Ri est de´fini par la relation suivante :
Ri =
∫
Γi
(Fxnx + Fyny) dΓi −
∫ ∫
Ωi
S dΩi (4.11)
En 2d l’inte´grale sur Γi est une inte´grale curviligne sur le contour de l’e´le´-
ment de controˆle. Si on prend un e´le´ment triangulaire, cela repre´sente les trois
areˆtes qui le composent. Cette inte´grale est e´quivalente a` la somme des inte´grales
curvilignes sur chaque areˆte. Pour calculer l’inte´grale sur une areˆte on utilise une
quadrature de Gauss qui est a` l’ordre deux. On utilise donc la valeur des flux sur
trois points comme montre´ sur la figure 4.1, avec les coefficients suivants
(
1
6
, 4
6
, 1
6
)
respectivement pour les points (1, 3, 2).
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Figure 4.1 – Volume de controˆle en 2D pour un maillage triangulaire
Ri =
Nf∑
k=1
Rk (4.12)
ou` Nf est le nombre de faces.
Rk =
1
6
F k1 +
4
6
F k3 +
1
6
F k2 (4.13)
avec : F kj = F
k
j,x · nkx + F kj,y · nky.
L’inte´grale sur le volume de controˆle quand a` elle est une inte´grale surfacique.
Dans ce cas on utilise une quadrature de Gauss d’ordre deux a` un seul point en
prenant la valeur de la fonction au centre du triangle (voir la figure 4.1) et en la
multipliant par la surface du triangle qu’on note Ai.∫ ∫
Ωi
S dΩi = Ai · S(XI) (4.14)
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ou` XI est le vecteur coordonne´es du centre de l’e´le´ment de calcul Ωi.
L’e´tape suivante consiste en la discre´tisation de chacun des termes qui com-
posent le syste`me 4.10. La partie temporelle est traite´e dans la section 4.7. Pour
discre´tiser les termes spatiaux, on utilise la me´thode des moindres carre´s mobiles
de´crite dans la section 4.4.
4.4 Me´thode MLS
4.4.1 De´finition
La me´thode des moindres carre´s mobiles (MLS : moving least squares ap-
proximation), initialement formule´e pour la reconstruction de surfaces a` partir
de nuages de points , a vu son introduction dans la communaute´ de la simulation
de la me´canique des fluides pour les me´thodes ”meshless”. Une formulation en
volume finis a e´te´ de´veloppe´e dans [9] , [38] et [22]. On donne dans cette section
une description ge´ne´rale de cette me´thode, et sa formulation en volume Finis
pour les maillages non structure´s. La me´thode FV-MLS permet une reconstruc-
tion de la solution continue par morceaux dans chaque volume de controˆle. Ainsi,
pour le calcul des flux nume´riques, les variables utilise´es sont directement celles
calcule´es aux interfaces plutoˆt que celles au centre du volume de controˆle.
4.4.2 Le Stencil
L’utilisation de la me´thode des moindres carre´s mobiles dans une formulation
de type volumes finis ne´cessite de de´finir l’ensemble des points qui interviennent
dans la reconstruction locale de la solution. Dans un premier temps la solution
est calcule´e au centre de chaque cellule, de la manie`re Cell Centred.
Il existe une taille du stencil minimale note´e Ns,min qui correspond a` la di-
mension de la base polynomiale.
Ns,min =
(ordre+ dim)!
ordre!dim!
(4.15)
Ou` ordre de´signe l’ordre de reconstruction MLS et dim la dimension spa-
tiale. L’union des stencils doit recouvrir tout le domaine de calcul. Le nombre
de cellules appartenant a` un stencil doit eˆtre optimise´ de manie`re a` obtenir un
bon compromis entre stabilite´ nume´rique et minimisation des effets dissipatifs. Il
existe donc une taille optimale du stencil note´e Ns qu’on associe souvent avec le
parame`tre de forme κ qu’on retrouve dans l’expression de la fonction Kernel voir
la section 4.4.5. Nous utilisons la notation (Na, κ) ou` Na = Ns − Ns,min est le
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nombre d’e´le´ments qu’on rajoute au stencil en plus du nombre de point minimum
qu’il doit contenir (Ns,min de´fini dans l’e´quation 4.15). Pour les calculs que nous
avons re´alise´ dans la the`se, le choix du couple optimal (Ns, κ).
Pour la reconstruction des variables au centre des cellules nous utilisons un
stencil centre´ au point XI de la cellule I concerne´e comme on peut le voir sur
la figure 4.2. Une fois la taille du stencil connue, on choisit sa distribution. Le
stencil doit eˆtre aussi compact que possible. Si le nombre Ns ne le permet pas,
on fait en sorte que le barycentre du stencil soit le plus proche possible de XI .
Figure 4.2 – repre´sentation du stencil en 2D avec ses caracte´ristiques
Pour la reconstruction des variables et de leurs de´rive´es aux nœuds d’inte´gra-
tion des flux, on utilise le stencil associe´ a` la cellule active et on rajoute le nœud
en question. On se retrouve avec des stencils de taille Nsf = Ns + 1. Pour que
le stencil soit centre´ en ce nœud (nœud d’inte´gration) on recalcule les distances
sx,i , sy,i , hx et hy (voir la section 4.4.5).
Le sche´ma MLS est ensuite applique´, et utilise ces variables conservatives
pre´alablement de´finies pour constituer une solution globalement continue par
morceau, par le biais d’une approximation, en extrapolant la valeur au centre de
la cellule a` ses frontie`res.
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Figure 4.3 – repre´sentation de la solution continue par morceau reconstruite
dans un stencil de 5 e´le´ments en 1D
4.4.3 Formulation
L’ide´e principale pour la reconstruction a` un ordre e´leve´ de pre´cision dans
chaque cellule passe par le calcul des de´rive´es successives dans la formulation en
se´rie de Taylor de la solution : en 2D, nous conside´rons la variable U(X), ou` X
est le vecteur des coordonne´es spatiales. Le de´veloppement de Taylor de U(X)
au voisinage de XI est donne´ par :
U(., X)|I =
+∞∑
α=0
α∑
β=0
1
β!(α− β)!(x− xI)
α−β(y − yI)β ∂
αU
∂xα−β∂yβ
(., XI) (4.16)
Ce de´veloppement devient une approximation si on se limite a` un nombre
de termes qu’on note m et qui repre´sente l’ordre du de´veloppement. On obtient
alors l’expression suivante :
U(., X)|I =
m∑
α=0
α∑
β=0
1
β!(α− β)!(x− xI)
α−β(y − yI)β ∂
αU
∂xα−β∂yβ
(., XI)+o((x−xI)m, (y−yI)m)
(4.17)
U(., X)|I est la reconstruction de la solution au voisinage du point XI .
La me´thode MLS permet de de´terminer avec pre´cision les diffe´rents termes
du de´veloppement en se´rie de Taylor. Pour ce faire, on approxime la fonction
U(X) par une ponde´ration par moindres carre´s mobiles :
U(X) ≈ U˜[XI ](X) =
m∑
i=1
pi(X)ai = p
T (x)a(Xi) (4.18)
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ou` pT est une base polynomiale de dimension m, et a(xi) un ensemble de
parame`tres a` de´terminer, de manie`re a` ce qu’ils minimisent la fonctionnelle sui-
vante :
J(a(Xi)) =
∫
ΓXI
W[Xi](X, hs)
[
U(X)− pT (X)a(XI)
]2
dX (4.19)
Ou` p(X) est une base polynomiale qui contient autant de fonctions qu’il y a
de termes dans l’expansion de Taylor. W[Xi](X, hs) est la fonction Kernel centre´e
au point XI et ou` hs est le parame`tre de lissage qui repre´sente la distance entre
le point centrale XI et le point le plus e´loigne´ du stencil (voir figure 4.2).
4.4.4 Fonctions de forme
Les fonctions de formes sont les fonctions qui servent a` de´terminer les co-
efficients de ponde´ration dans l’approximation de la solution U(X). Elles sont
connues pour eˆtre utilise´es dans la me´thode des e´le´ments finis. Elles sont donne´es
par la formule suivante [8] :
N[XI ](X)
T = p
(
X −XI
hs
)T
·
(
PΩXI ·W[XI ](X) · P TΩXI
)−1
·PΩXI ·W[XI ](X) (4.20)
Cette e´criture matricielle est mieux adapte´e pour un code de calcul. On peut
re´e´crire l’interpolation 4.18 comme suit :
U˜[xI ](X) = N
T
[XI ]
(X)UΩXI (4.21)
Ou` UΩXI est le vecteur des variables U au centre de chaque e´le´ment du stencil.
Les matrices PΩXI sont de´finies comme suit :
PΩXI =
(
p
(
X1 −XI
hs
)
· · ·p
(
XnXI −XI
hs
))
(4.22)
nXI est le nombre d’e´le´ments que compte le stencil construit autour de l’e´le´ment
dont les coordonne´es centrales se trouvent eˆtre le vecteur XI .
On re´e´crit la formule 4.27 de manie`re plus compacte :
N[XI ](X)
T = p
(
X −XI
hs
)T
·M−1 · PΩXI ·W[XI ](X) (4.23)
M est appele´e matrice des moments, voir plus de de´tails dans [9].
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4.4.5 Fonctions Kernel
La fonction kernel est la fonction qui donne la distribution des coefficients de
ponde´ration pour les points formant le stencil. Elle prend une valeur maximum
au point auquel elle est associe´e et diminue au fur est a` mesure qu’on s’e´loigne de
ce point. On utilise dans le code de calcul une fonction kernel exponentielle qui
est adapte´e a` une distribution anisotrope des nœuds du stencil. Son expression
en 2d est donne´e par :
W[XI ](X, κ) =
e−(sxκx/hx)
2 − e−κ2x
1− e−κ2x
e−(syκy/hy)
2 − e−κ2y
1− e−κ2y (4.24)
avec : sx = |x − xI |, sy = |y − yI |. hx = max |xi − xI |, hy = max |yi − yI |
avec i = 1 −→ Nsf (Nsf est nombre d’e´le´ments du stencil). κx et κy sont les
parame`tres de forme respectivement dans la direction x et y.
Le choix des parame`tres de forme revient a` un compromis entre dissipation
et stabilite´ du sche´ma car en augmentant κ on diminue la dissipation nume´rique
mais on cre´e´e de l’instabilite´, pour plus de de´tails voir la re´fe´rence [37] . Comme
nous l’avons de´ja` pre´cise´ dans la section 4.4.2, le choix de κ est associe´ au choix
du nombre additionnel de cellules dans le stencil. κ est ge´ne´ralement pris dans
l’intervalle [5 7].
4.4.6 Estimation des De´rive´es Spatiales
Pour obtenir les de´rive´es spatiales composant les termes de l’expansion de
Taylor on applique l’ope´rateur de´rive´e sur l’approximation suivante de la solution
U(., X) =
nx∑
j
N
X
(j)
I
Uj (4.25)
Nous obtenons la formule suivante :
∂αU
∂xα−β∂yβ
(., XI) =
∑
j
∂αN
X
(j)
I
∂xα−β∂yβ
(XI) · Uj (4.26)
La reconstruction e´nonce´e ci-dessus ne de´pend que de parame`tres lie´s au
maillage. En conse´quence, pour un maillage fixe, la fonction de forme et ses
de´rive´es ne sont calcule´es qu’une seule fois.
L’e´quation (4.26) sera utilise´e pour la reconstruction des de´rive´es partielles
en espace des variables utilise´es dans les diffe´rents mode`les de prise en compte
de la tension superficielle.
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Figure 4.4 – la forme de la fonction kernel suivant la valeur du parame`tre de
forme κ [37]
Il ne reste plus qu’a` de´terminer les relations pour calculer les de´rive´es succes-
sives des fonctions de forme. Ces dernie`res de´pendent exclusivement des de´rive´es
successives de la base polynomiale et des fonctions kernel. Rappelons l’expression
de la fonction de forme :
N[XI ](X)
T = p
(
X −XI
h
)T
·M−1 · PΩXI ·W[XI ](X) (4.27)
Soit
C(X) = M−1 · PΩXI ·W[XI ](X) (4.28)
La de´rive´e de la fonction de forme au centre de la cellule de calcul I est donne´e
par l’expression suivante :
∂αNXI
∂xα−β∂yβ
(XI) =
∂αp(0)
∂xα−β∂yβ
C(XI) + p(0)
∂αC(XI)
∂xα−β∂yβ
(4.29)
Vu la complexite´ des de´rive´es d’ordre e´leve´ du terme C, on conside`re l’ap-
proximation suivante pour les de´rive´es ou` α >= 2.
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∂αNXI
∂xα−β∂yβ
(XI) ≈ ∂
αp(0)
∂xα−β∂yβ
C(XI) (4.30)
La de´rive´e du terme C est donne´e par l’expression suivante :
∂C(XI)
∂x
= C(XI)W
−1(XI)
∂W
∂x
(
I − P TΩxC(XI)
)
(4.31)
∂C(XI)
∂y
= C(XI)W
−1(XI)
∂W
∂y
(
I − P TΩxC(XI)
)
(4.32)
4.5 Discre´tisation des flux nume´riques
Les flux nume´riques doivent eˆtre estime´s a` l’interface des volumes de controˆle,
ce qui revient en 2d aux areˆtes des e´le´ments du maillage. Sachant qu’une areˆte
est commune a` deux e´le´ments qu’on qualifiera de droite et gauche, on utilise
l’indice R comme right pour l’e´le´ment de droite et l’indice L comme left pour
l’e´le´ment de gauche. L’extrapolation par l’expansion de Taylor (de´crite dans la
section 4.5.1) a` partir de l’e´le´ment de droite et de l’e´le´ment de gauche ge´ne`re une
discontinuite´ au niveau de l’areˆte.
4.5.1 Flux de convection
Pour calculer les variables U(Xp) et leurs de´rive´es aux points de quadrature
(Xp repre´sente les coordonne´es d’inte´gration des flux) on utilise le de´veloppement
de Taylor a` l’ordre N (e´quation 4.17) en remplac¸ant dans l’expression X = (x, y)
par les cordonne´es des points de quadrature qu’on note Xp = (xp, yp). Cela
donne :
U(., Xp)|I =
N∑
α=0
α∑
β=0
1
β!(α− β)!(xp − xI)
α−β(yp − yI)β ∂
αU
∂xα−β∂yβ
(., XI) (4.33)
Sachant que les de´rive´es successives de U(., XI) sont calcule´es en utilisant les
fonctions de formes, par la formule 4.42, on se retrouve avec la formule suivante :
U(., Xp)|I =
N∑
α=0
α∑
β=0
[
1
β!(α− β)!(xp − xI)
α−β(yp − yI)β
Ns∑
j
∂αNXI(j)
∂xα−β∂yβ
(XI) · Uj
]
(4.34)
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Un solveur de Riemann est utilise´ pour lisser la solution sur les areˆtes. Pour les
flux convectifs, le sche´ma SLAU de´crit dans [23] (Simple Low dissipation AUSM)
est utilise´ . Le flux convectif est divise´ en deux parties : le terme de pression note´
Hp et le terme de convection note´ HC . Suivant la formulation de´crite dans [23]
on a :
HC =
m˙+ |m˙|
2
ψ+ +
m˙− |m˙|
2
ψ− (4.35)
Ou` ψ =

1
u
v
H
 et m˙ repre´sente le flux massique calcule´ par la formule :
m˙ =
1
2
[
ρL
(
VnL + |V¯n|+
)
+ ρR
(
VnR + |V¯n|−
)− χ
c¯
(pL − pR)
]
(4.36)
ou`
|V¯n|+ = (1− gs)|V¯n|+ gs|VnL|
|V¯n|− = (1− gs)|V¯n|+ gs|VnR|
|V¯n| = ρL|V¯nL|+ ρR|V¯nR|
ρL + ρR
|V¯ni| = uinx + viy avec i = L,R
gs = −min[max(ML, 0),−1] ·min[max(ML, 0),−1]
Le dernier terme de l’e´quation 4.36 n’est active´ que pour de faibles nombres
de Mach. Pour ce faire, χ est de´finit par la relation suivante :
χ = (1−M∗)2 (4.37)
avec
M∗ = min
(
1,
1
c¯
√
u2L + v
2
L + u
2
R + v
2
R
2
)
Le flux de pression Hp est donne´e par la formule suivante :
Hp =

0
p¯ nx
p¯ ny
0
 (4.38)
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La pression est calcule´e de la meˆme manie`re que dans le sche´ma AUSM [32].
p¯ =
pL + pR
2
+
βL − βR
2
(pL − pR) + (1− χ)βL + βR
2
(pL + pR) (4.39)
Ou` βL et βR sont base´s sur le nombre de Mach et leurs expressions sont donne´es
dans [3]. Pour les faibles nombres de Mach (M tend vers 0), la formule pre´ce´dente
tend vers une discre´tisation spatiale centre´e de la pression (e´quation 4.40) qui
aboutit au proble`me dit du ”damier”. Le fait de remplacer la pression sur les areˆtes
des volumes de controˆle par une interpolation line´aire de sa valeur aux centres
des volumes de controˆle voisins fait que la pression n’est prise en conside´ration
que dans un point sur deux. Le risque vient du fait qu’un champ de pression tre`s
perturbe´ ne peut pas eˆtre capte´ par cette formulation.
p¯ =
pL + pR
2
(4.40)
Alors il est ne´cessaire de modifier le sche´ma nume´rique. La solution propose´e
est d’utiliser une reconstruction MLS de la pression sur les points d’inte´gration
des flux (points appartenant aux areˆtes) voir [3]. On obtient l’expression suivante :
p¯ = ξ · pMLS + (1− ξ)(βL + βR) (4.41)
Figure 4.5 – Les points de calcul des flux nume´riques au centre de l’arreˆte
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(a) stencil centre´ sur le centroid (b) stencil centre´ sur l’areˆte
Figure 4.6 – Les deux types de stencils utilise´s pour la reconstruction MLS :
a. stencil utilise´ dans la reconstruction de la solution et b. le stencil utilise´ pour
l’inte´gration des flux visqueux [8]
4.5.2 Flux de diffusion
En ce qui concerne les flux visqueux, le calcul des de´rive´es des variables U (X)
aux points de Gauss se fait par une reconstruction MLS (directe) en utilisant un
stencil centre´ au point de Gauss (voir figure 4.6.b) de´crit dans la section 4.4.2.
∂αU
∂xα−β∂yβ
(., Xp) =
Ns+1∑
j
∂αN
X
(j)
p
∂xα−β∂yβ
(Xp) · Uj (4.42)
ou` les fonctions de forme NXp sont calcule´es par rapport aux nœuds flux par
la formule suivante :
N[Xp](X)
T = p
(
X −Xp
h
)T
·
(
PΩXp ·W[Xp](X) · P TΩXp
)−1
·PΩXp ·W[Xp](X) (4.43)
4.6 Traitement des termes sources
Dans la the`se nous avons de´fini quatre termes sources. Deux correspondent a`
la force de tension de surface pour l’e´quation de quantite´ de mouvement et pour
l’e´quation de l’e´nergie. Les deux autres correspondent aux termes source de la
gravitation pour l’e´quation de quantite´ de mouvement et l’e´quation de l’e´nergie.
Nous allons de´crire la me´thode employe´e pour les termes source de Korteweg
et de gravitation pour l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement.
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Quand aux termes sources qui se trouvent dans l’e´quation de conservation de
l’e´nergie, la me´thode est de´veloppe´e en annexe.
Rappelons la formule du re´sidu donne´e par l’e´quation suivante :
Ri =
∫
Γi
(Fxnx + Fyny) dΓi −
∫ ∫
Ωi
SdΩi (4.44)
En 2d le terme source est inte´gre´ sur le volume de controˆle qui correspond a` la
cellule Ωi. On note par Ai la superficie de la cellule Ωi∫ ∫
Ωi
SdΩi = AiS¯ (4.45)
ou` S¯ est la valeur moyenne de S dans la cellule. Si on calcul la valeur de S
au centre de la cellule, on obtient une estimation de S¯ a` l’ordre deux.
Le terme source S est une fonction des variables primitives et de leurs de´rive´es
spatiales.
S¯ = f(U(XI)|I , U ′(XI)|I , U ′′(XI)|I , ...) (4.46)
Pour de´terminer la valeur des variables au centre de la cellule de calcul on utilise
la reconstruction MLS suivante :
U(., X) =
Ns∑
j
N
X
(j)
I
Uj (4.47)
Pour de´terminer les valeurs des de´rive´es spatiales successives des variables au
centre de l’e´le´ment de controˆle on utilise la reconstruction MLS centre´e sur la
cellule de calcul.
∂αU
∂xα−β∂yβ
(., XI) =
Ns∑
j
∂αN
X
(j)
I
∂xα−β∂yβ
(XI) · Uj (4.48)
u` les fonctions de formes N
X
(j)
I
sont celles de´finies dans l’e´quation 4.27.
4.6.1 Le terme source de gravitation SG
Rappelons que :
SG = ρ~g (4.49)
ou` ~g = (gx, gy) est constante. On aura donc l’expression suivante :
SGx = gx
Ns∑
j
N
X
(j)
I
ρj (4.50)
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SGy = gy
Ns∑
j
N
X
(j)
I
ρj (4.51)
4.6.2 Le terme source de tension de surface
Nous avons vu dans le chapitre 3, deux manie`res de mode´liser la force de
tension de surface. Dans l’une, nous conside´rons que la force de tension de surface
est le produit entre la tension de surface σ et la courbure qui se calcule graˆce a` la
fraction volumique. Dans cette section nous le de´signons par le mode`le 1. Dans
l’autre, nous utilisons le terme source de Korteweg qui comporte des de´rive´es
troisie`me de la densite´ et le coefficient capillaire λ. Ce mode`le sera de´signe´ dans
cette section par le mode`le 2.
4.6.2.1 Terme source de tension de surface par le mode`le 1
On rappelle le terme source dans les e´quations de conservation de quantite´
de mouvement :
STSx = σκ nLV x (4.52)
STSy = σκ nLV y (4.53)
Rappelons que ~nLV =
~∇α
||~∇α|| . En terme de reconstruction MLS cela nous
donne :
nLV x =
1
Mod
Ns∑
j
∂N
X
(j)
I
∂x
αj (4.54)
nLV y =
1
Mod
Ns∑
j
∂N
X
(j)
I
∂y
αj (4.55)
avec Mod le module du gradient de α qui se calcule par la formule suivante :
Mod =
√√√√( Ns∑
j
∂N
X
(j)
I
∂x
αj
)2
+
(
Ns∑
j
∂N
X
(j)
I
∂y
αj
)2
(4.56)
Sachant que κ = −∇~nLV . On reconstruit la courbure en utilisant l’expression
suivante :
κ = −
(
Ns∑
j
∂N
X
(j)
I
∂x
nLV x +
Ns∑
j
∂N
X
(j)
I
∂y
nLV y
)
(4.57)
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4.6.2.2 Terme source de tension de surface par le mode`le 2
Le terme source de Korteweg est explicite´ dans la relation 3.50. La recons-
truction MLS de ce terme se traduit par les relations suivantes :
STSx = λρI
(
Ns∑
j
∂3N
X
(j)
I
∂x3
ρj +
Ns∑
j
∂3N
X
(j)
I
∂x∂y2
ρj
)
(4.58)
STSy = λρI
(
Ns∑
j
∂3N
X
(j)
I
∂y∂x2
ρj +
Ns∑
j
∂3N
X
(j)
I
∂y3
ρj
)
(4.59)
Ou` ρI est la densite´ au centre de la cellule de calcul I. On proce`de de la meˆme ma-
nie`re pour le terme source de Korteweg de l’e´quation de conservation de l’e´nergie
exprime´e dans l’e´quation 3.53.
4.7 Discre´tisation temporelle
Une discre´tisation partielle en formulation volumes finis des e´quations de
conservation est donne´e par l’e´quation 4.10. On de´finit le re´sidu Rni a` l’instant
tn pour le volume de controˆle Ωi comme suit :
Rni =
Nf∑
k=1
3∑
j=1
(
Fkjx,i(U
n)nkx,i + F
kj
y,i(U
n)nky,i
)
wkj − AiS¯ (4.60)
avec wkj les coefficients utilise´s dans le calcul de l’inte´grale curviligne. On peut
re´e´crire l’e´quation 4.10 comme suit :
∂U¯
∂t
+
1
Ωi
Ri = 0 (4.61)
pour de´terminer la solution a` l’instant tn+1 on utilise un sche´ma Euler expli-
cite d’ordre 1 de´fini par la formule suivante :
U¯n+1 = U¯n − ∆t
Ωi
Ri = 0 (4.62)
ou` ∆t = tn+1− tn ≤ min
i
∆tni est le pas de temps minimal sur l’ensemble du
domaine de calcul choisi par la condition CFL avec :
∆ti = CFL
√
Ai
max(|~ui|+ ci, |~ui|) (4.63)
Rappelons qu’en 2d Ai est la surface (en m
2) du volume de controˆle Ωi. Dans
les calculs re´alise´s dans cette the`se, le pas de temps utilise´ est infe´rieur ou e´gale
a` une valeur correspondant a` un CFL de 0.5.
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4.8 Conside´rations lie´es au mode`le nume´rique
4.8.1 Traitement de la turbulence et la me´thode FV-MLS :
l’approche MILES
Le phe´nome`ne de cavitation et fortement turbulent. Les instabilite´s qui en
re´sultent sont amplifie´es par l’ordre e´leve´ du sche´ma nume´rique. On retrouve le
meˆme phe´nome`ne au voisinage des discontinuite´s. Pour y reme´dier, il est d’usage
d’utiliser un mode`le de turbulence. Dans le mode`le de turbulence LES (Large
Eddy Simulation), on re´alise une se´paration graˆce a` un filtre. On re´sout les e´qua-
tions de transport pour les grandes structures et on utilise un mode`le de sous
maille pour les petites structures. Le mode`le de sous maille sert a` introduire une
dissipation qui permet d’absorber l’e´nergie transmise par les grandes structures.
Les sche´mas dit ILES pour Implicite Large Eddy Simulation, ont pour ori-
gine le sche´ma WENO (Weighted Essentially non-oscillatory) qui permettent
de dissiper les instabilite´s nume´riques ge´ne´re´es a` proximite´ des discontinuite´s.
De la meˆme manie`re, les sche´mas ILES utilisent la reconstruction des flux pour
introduire une viscosite´ artificielle qui dans le cas de la turbulence reproduit l’ef-
fet de la viscosite´ turbulente. Cette dissipation nume´rique permet de simuler le
comportement d’un mode`le de sous maille.
Nogueira et al. montrent dans les articles [39] et [40] l’efficacite´ du mode`le
de turbulence nomme´ : Monotone Integrated Large Eddy Simulation (MILES)
qui utilise la re´solution multi-e´chelles de la me´thode FV-MLS pour e´muler le
comportement du mode`le de sous-maille de la LES. Nogueira [39] souligne que le
mode`le MILES permet d’e´viter l’introduction d’une trop grande dissipation en
utilisant le parame`tre de controˆle (κ). Rappelons que le parame`tre de forme κ
modifie les caracte´ristiques de dissipation ou de dispersion de la me´thode FV-
MLS en agissant sur la distribution des coefficients de ponde´ration sur les points
du stencil. Dans les calculs ou` la turbulence est pre´sente, pour chaque maillage,
nous de´terminons le couple (κ,Ns) optimum pour dissiper les instabilite´s et cela
en re´alisant une se´rie de calcul en modifiant un par un les deux parame`tres
pre´ce´dents. C’est pour cette raison que nous avons traite´ un nombre limite´ de
cas test turbulents.
4.8.2 Les discontinuite´s et les ordres e´leve´s
Les e´coulements cavitants pre´sentent des discontinuite´s au niveau de l’in-
terface liquide-vapeur. Pour voir le comportement du sche´ma vis a` vis de ces
discontinuite´s aux ordres e´leve´s, on a re´alise´ des calculs a` l’ordre 3 et 4 MLS. On
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(a) vitesse suivant x (b) vitesse suivant y
(c) la densite´
Figure 4.7 – E´coulement cavitant autour d’un profil d’aile. Instabilite´ a` l’inter-
face liquide-vapeur pendant la formation d’une poche de cavitation juste avant
que le calcul diverge.
a remarque´ que lorsque ces discontinuite´s se forment au niveau d’une paroi (voir
figure 4.7), elles ge´ne`rent des instabilite´s impossibles a` dissiper pour des ordres
e´leve´s de reconstruction MLS. Les limiteurs de pentes qui sont imple´mente´s dans
le code (limiteur de Barth et Jespersen [2] et le limiteur de venkatakrishnan
[46]) sont conc¸us pour le traitement des chocs a` Mach supersonique. D’apre`s nos
calculs, ils semblent eˆtres inadapte´s aux discontinuite´s que l’on rencontre dans
les e´coulements cavitants. Pour outre passer cette difficulte´, il est recommande´
de de´velopper un limiteur de pente qui permette de dissiper les instabilite´s qui
re´sultent de cette discontinuite´ spe´cifique aux cas diphasique.
Dans ce genre de situation nous nous sommes limite´ a` l’ordre 2 pour e´viter
les instabilite´s. Ce constat a e´te´ fait pour le cas de l’e´coulement autour du profil
d’aile et du cylindre immerge´ ou` a` l’ordre 3 et 4, en observant la formation de
la poche de cavitation au niveau de la paroi, on voit apparaitre des instabilite´s
au niveau de l’interface liquide-vapeur au moment ou` le jet rentrant commence
a` de´tacher la bulle.
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4.8.3 Conditions aux limites
Les conditions aux limites sont impose´es en utilisant des e´le´ments fictifs. Dans
le sche´ma 4.8, U+ est la valeur de la condition que l’on doit imposer. Dans cette
approche, les flux nume´riques a` travers la frontie`re sont de´termine´s en utilisant
les solveurs de Riemann utilise´s pour les mailles inte´rieures.
Fb = H(U+, U−) (4.64)
ou` U− est l solution extrapole´e de l’inte´rieur du domaine, Fb le flux a` travers la
frontie`re et H le solveur de Riemann utilise´ dans tout le domaine. Cette manie`re
d’imposer les conditions aux limites est dite faible.
Figure 4.8 – E´le´ment fictif servant a` la mise en place des conditions aux limites
En ce qui concerne les conditions aux limites de Neumann, le gradient a`
imposer est directement injecte´ dans l’expression du flux concerne´. Pour exemple
une condition de flux de chaleur nul sur une paroi dont la normale est suivant l’axe
Oy reviendrait a` mettre qy = 0 dans l’expression du flux visqueux dans l’e´quation
4.6. L’avantage de cette me´thode est que l’on impose la bonne condition de
Neumann au bon endroit (directement sur l’areˆte). L’inconve´nient est qu’il faut
de´finir une expression du flux nume´rique pour chaque condition et de´finir des
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subroutines de flux diffe´rentes suivant qu’on se trouve a` l’inte´rieur du domaine
ou sur la frontie`re concerne´e.
4.9 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons de´taille´ les diffe´rentes e´tapes de re´solution des
e´quations de conservation. On y retrouve notamment la discre´tisation spatiale
des variables conservatives et primitives a` travers la me´thode des moindres car-
re´s mobiles. On y montre la manie`re dont sont calcule´es les de´rive´es spatiales en
utilisant les fonctions de forme. On a fait le lien entre les fonctions Kernel expo-
nentielles et les fonctions de forme. Nous avons insiste´ sur l’utilite´ de bien choisir
le couple de coefficients (κ,Ns) qui jouent un roˆle important dans la dissipation
des instabilite´s et dans la pre´cision des calculs. Dans le chapitre suivant nous
pre´sentons les re´sultats des calculs re´alise´s dans le but de valider l’imple´menta-
tion de la tension de surface ainsi que les e´tudes re´alise´es sur l’influence de cette
dernie`re sur le collapse et la pe´riodicite´ des bulles de cavitation.
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5.1 Introduction
Dans ce chapitre nous pre´sentons les re´sultats obtenus dans cette the`se. Ils
se divisent en deux parties. La premie`re partie consiste en un ensemble de cas
test qui servent a` valider l’imple´mentation de la tension de surface dans le code
FV-MLS. Nous y montrons la capacite´ du code a simuler les efforts de tension
de surface dans l’interface liquide-vapeur diffuse et les limites nume´riques du
mode`le physique choisi. Dans la deuxie`me partie, nous re´alisons deux applications
qui consistent en l’e´tude de l’effet de la tension de surface sur l’intensite´ du
collapse d’une bulle de cavitation sur l’extrados d’un profil d’aile immerge´ et
l’e´tude de l’influence de la tension de surface sur la fre´quence des laˆche´s de bulles
de cavitation et la morphologie de l’e´coulement cavitant autour d’un cylindre
immerge´.
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5.2 Validation du mode`le de tension de surface
Afin de valider le mode`le de tension de surface nous allons re´aliser une se´rie
de cas test qui mettent en avant les effets de la force de tension de surface.
5.2.1 Cas test de la bulle a` l’e´quilibre statique
Lorsqu’on porte de l’eau a` e´bullition dans une casserole, on observe la forma-
tion de bulles de vapeur sur le fond chaud de cette dernie`re. Ces bulles grandissent
jusqu’a` ce que la force d’Archime`de les de´collent de la surface. C’est ce qui se
rapproche le plus d’une bulle de vapeur a` l’e´quilibre statique. Si l’on ne´glige la
force de gravitation et que l’on met initialement une bulle de vapeur dans de
l’eau a` la pression de saturation. L’e´quation de conservation de la quantite´ de
mouvement s’e´crit comme suit :
∇p = λρ∇∆ρ (5.1)
On ne´glige le terme visqueux car les vitesses sont nulles. La formule 5.1 montre
que le gradient de pression est nul partout sauf a` l’interface liquide-vapeur. Donc,
la tension de surface provoque une surpression dans la bulle de vapeur. Pour
observer ce phe´nome`ne on utilise le cas test suivant de l’e´quilibre statique.
Comme le montre la figure 5.1, le domaine de calcul est un carre´ de cote´
L = 1m. La pression initiale Pi = Psat(T ) et la tempe´rature T = 295K. La
densite´ est donne´e par la formule 5.2, cette formule permet d’avoir une variation
continue de la densite´ a` travers l’interface. Elle correspond au profil de densite´
utilise´ dans la section 3.4.3 dont l’expression est donne´e par l’e´quation 3.68. La
figure 5.1 montre que l’e´paisseur de l’interface liquide-vapeur e´quivaut a` deux
cellules du maillage.
ρ0 =
ρl + ρv
2
+
ρl − ρv
2
(
tanh
(
(d−R)L0
2h
))
(5.2)
Avec : d =
√
x2 + y2 , et l’e´paisseur de l’interface h = (1/200)m correspond
a` la largeur d’une cellule. On utilise un maillage uniforme de 200 × 200. Les
conditions aux limites sont donne´es ci apre`s :
u = v = 0 ρ = ρl (5.3)
sur la frontie`re du domaine.
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Figure 5.1 – Sche´ma du cas test d’e´quilibre statique, avec n le nombre de mailles
sur un cote´ du carre´
5.2.1.1 Calcul addimensionnel isotherme avec l’e´quation d’e´tat de
Van Der Waals
On re´alise ce cas de figure pour pouvoir comparer avec les re´sultats obtenus
par H. Gomez [16] qui utilise un code de calcul addimensionnel isotherme avec
l’e´quation d’e´tat de Van Der Waals. Les parame`tres addimensionnels du calcul
sont : le nombre de Reynolds Re = 2/Ca et le nombre capillaire Ca =
h
L
. On
utilise l’e´quation de Van Der Waals addimensionnelle de´crite par l’e´quation 3.26.
Les parame`tres d’addimensionnement sont donne´s dans la section 3.3.4.3. Le pas
de temps est ∆t = 10−4 (le pas de temps est lui aussi sans dimension).
La figure 5.2 repre´sente le champs de pression pour l’e´tat initial et l’e´tat final.
Ce qui nous inte´resse c’est le gradient de pression entre le centre de la bulle et
l’exte´rieur de la bulle. Ce gradient passe de 2.06 · 10−4 pour t = 0 a` 3.1 · 10−3
pour t = 10. Apre`s un temps de calcul de t = 5 les variables se stabilisent et ne
changent quasiment pas.
La figure 5.3 repre´sente la distribution des vitesses suivant l’axe des x et l’axe
des y. Si on voit l’intensie´ de ces vitesses on remarque qu’elle sont de l’ordre de
10−3 et elle continue de baisser. Ces re´sidus de vitesse diminue avec l’e´paisseur de
l’interface liquide vapeur. Ne´anmoins, si on les compare aux valeurs du cas test
de re´fe´rence de l’article [16] on trouve qu’elle sont bien infe´rieur ce qui constitue
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un re´sultat positif.
(a) t=0 (b) t=10
Figure 5.2 – La pression dans une bulle statique estime´e par l’e´quation de Van
Der Waals addimensionnelle
(a) vitesse suivant la direction x (b) vitesse suivant la direction y
Figure 5.3 – la distribution des vitesses suivant l’axe des x et l’axe des y a` t=10
La figure 5.4 repre´sente l’e´volution de l’e´nergie totale dans tout le domaine
au cours du calcul. L’expression de l’e´nergie totale est donne´e par la formule tire´e
de l’article [16]. Elle est donne´e par l’e´quation 5.4 :
Eˇ =
∫
Ω
(
Wˇ (ρˇ) +
1
2
C2a |∇ˇρˇ|2 +
1
2
|uˇ|2
)
dΩ (5.4)
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Figure 5.4 – E´volution de l’e´nergie totale pour le cas test de la bulle statique
au cours du temps
avec
Wˇ (ρˇ) =
8
27
Tˇ ρˇ log
(
ρˇ
1− ρˇ
)
− ρˇ2 (5.5)
L’e´nergie devrait diminuer de manie`re monotone. Sur la figure 5.4, on voit
qu’entre t = 1.5 et t = 3 elle augmente puis reprend sa diminution. En repassant
le calcul on a remarque´ qu’une onde de vitesse est ge´ne´re´e au de´part au niveau
de l’interface liquide-vapeur, elle se de´place vers les parois puis elle est re´fle´chie.
Ce pic correspond a` l’arrive´e de l’onde au niveau de l’interface. Ensuite la vitesse
diminue au niveau de l’interface et l’onde se dissipe. La raison est que l’on n’a
pas utilise´ les meˆmes conditions aux limites que dans le cas test qui sont des
conditions aux limites pe´riodiques.
5.2.1.2 Calcul dimensionnel isotherme avec l’e´quation d’e´tat du mo-
de`le homoge`ne
Dans cette section, nous allons appliquer le cas test de la bulle a` l’e´quilibre
statique au mode`le homoge`ne de´veloppe´ dans cette the`se. Nous utilisons les e´qua-
tions de Navier-Stokes & Korteweg isothermes sous leurs formes dimensionnelles
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(a) t=0s (b) t=0.01s
Figure 5.5 – La densite´ pour le cas test de l’e´quilibre statique λ = 4 · 10−9
combine´es aux e´quations d’e´tat du mode`le homoge`ne d’e´quilibre, voir la section
3.3.4.4.
Pour ce calcul on a utilise´ un maillage de 64 × 64, une viscosite´ de µ =
59.34Pa.s et un coefficient capillaire λ = 4 · 10−9m7kg−1s−2, ce qui correspond
a` une tension de surface σ = 0.072N/m. On impose une tempe´rature initiale de
295K et la pression p = psat(T ) = 2623Pa. Pour la densite´ on utilise la formule
en tangente hyperbolique suivante :
ρ = 997.8
(
0.51− 0.49tanh
(
(
√
x2 + y2 −R0)32
))
(5.6)
La densite´ dans la bulle est de 19.96kg/m3, alors qu’a` cette tempe´rature la densite´
de la vapeur pure est de 0.01924kg/m3. La raison pour laquelle nous n’avons pas
impose´ une densite´ de vapeur pure dans la bulle est que le code ne supporte pas
un tel gradient de masse volumique. Rappelons que la masse volumique de la
vapeur d’eau a` tempe´rature ambiante (295K) est 10000 fois plus petite que celle
de l’eau liquide.
La figure 5.5 montre que la bulle c’est totalement condense´e. Cela s’explique
par le fait qu’il n’y a pas de force qui vienne s’opposer a` la force de tension
de surface. Si l’on regarde la courbe de l’e´quation d’e´tat du mode`le homoge`ne,
on voit que dans l’intervalle de densite´ [19.96, 997.8] la pression est e´gale a` la
pression de saturation a` la tempe´rature T . Puisque ce calcul est isotherme cette
pression est constante dans tout le domaine et tout le temps du calcul. Donc il
ne peut y avoir de gradient de pression qui compenserait la force de tension de
surface comme l’annonce la condition d’e´quilibre.
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(a) Densite´ (b) Pression
Figure 5.6 – E´volution au cours du temps de la densite´ et de la pression au
centre de la bulle pour le cas test de l’e´quilibre statique λ = 4 · 10−9 isotherme
avec T = 373K.
On est en droit de se poser les questions suivantes :
- Est ce que les e´quations d’e´tat du mode`le homoge`ne sont inadapte´es ?
- L’hypothe`se d’e´coulement isotherme est non valide ?
Pour pouvoir re´pondre aux questions pose´es, nous allons re´aliser un calcul
de meˆme nature mais en utilisant une tempe´rature plus e´leve´e. Le but est de
diminuer l’e´cart de densite´ entre la vapeur et le liquide et ainsi pouvoir se mettre
dans les conditions re´elles de calcul. C’est a` dire avoir de la vapeur pure dans la
bulle.
En reprenant la meˆme ge´ome´trie et le meˆme domaine de calcul avec une
tempe´rature T = 373K. La pression de saturation psat = 100999Pa et les densite´
liquide et vapeur sont respectivement de ρl = 958.5kg/m
3 et ρv = 0.59kg/m
3.
Nous appliquons la condition initiale suivante pour la densite´ :
ρ = 479.5− 479tanh
(
(
√
x2 + y2 −R0)32
)
(5.7)
La densite´ atteint dans la bulle une valeur de 0.5kg/m3. Elle est infe´rieur a`
la densite´ de saturation vapeur, on est donc a` 100% de vapeur.
La figure 5.6 nous montre l’e´volution de la densite´ et de la pression au centre
de la bulle au cours du temps. On voit tre`s bien que les efforts de tension de
surface, en comprimant la bulle, font augmenter la densite´ et la pression du
moins jusqu’au temps t = 0.54ms. A cet instant pre´cis, la densite´ atteint sa
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valeurs de saturation par conse´quent, la pression ne varie plus en fonction de
la loi d’e´tat des gaz parfaits mais devient constante et e´gale a` la pression de
saturation comme le montre la deuxie`me partie de la figure de droite 5.6.b.
En poursuivant le calcul on obtient le meˆme re´sultat que pour le calcul pre´-
ce´dent. C’est a` dire une condensation de la bulle.
Conclusion
Les e´quations d’e´tat du mode`le homoge`ne ne permettent pas de simuler l’e´qui-
libre statique d’une bulle dans le cas isotherme.
On voit a` travers ce calcul que pour notre mode`le, il est ne´cessaire de conside´-
rer l’e´quation de conservation de l’e´nergie. Si en isotherme la force de tension de
surface ne ge´ne`re pas de gradient de pression ce n’est pas le cas en non-isotherme
car la compression initialement engage´e dans la phase vapeur pure va ge´ne´rer
une augmentation de la tempe´rature. Cette dernie`re provoque une augmentation
de la pression de saturation. Donc, la pression a` l’inte´rieur de la bulle continuera
a` suivre la courbe des gaz parfaits et pourra de´passer la pression de saturation a`
l’exte´rieur de la bulle ou` la tempe´rature est moins e´leve´e. Par conse´quent un gra-
dient de pression sera ge´ne´re´ et l’e´quilibre devient possible (la bulle se re´tractera
jusqu’a` l’e´quilibre).
Pour ve´rifier cela nous re´alisons un calcul avec l’e´quation de conservation de
l’e´nergie dans la section 5.2.1.3.
5.2.1.3 Calcul dimensionnel avec l’e´quation de conservation de l’e´ner-
gie et les e´quations d’e´tat du mode`le homoge`ne
Dans cette section nous re´alisons un calcul de l’e´quilibre statique d’une bulle
de vapeur immerge´e dans l’eau en ne´gligeant la gravitation. On utilise une vis-
cosite´ de µ = 59.34Pa.s et un coefficient capillaire λ = 1.5 · 10−6m7kg−1s−2 ce
qui correspond a` une tension de surface de σ = 65N/m. On a choisi une tension
de surface relativement grande pour pouvoir observer une diffe´rence de pression
entre le centre de la bulle et l’exte´rieur. On impose une tempe´rature initiale de
295K et la pression p = psat(T ) = 2623Pa. Pour la densite´ on utilise la formule
en tangente hyperbolique explicite´e dans l’e´quation 5.6.
Le maillage utilise´ est le meˆme que dans la section 5.2.1.1. Le pas de temps
∆t = 10−7s. Dans ce calcul on prend en compte l’e´quation de conservation de
l’e´nergie. Contrairement au cas isothermes pre´ce´dents, meˆme si dans tout le do-
maine le fluide obe´it a` l’e´quation d’e´tat du me´lange (0 < α < 1) 3.32, il est
tout de meˆme possible d’avoir une compression car la tempe´rature peut varier et
de meˆme pour la pression de saturation. Cette compression de la bulle pendant
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(a) (b)
Figure 5.7 – La densite´ pour le cas test de l’e´quilibre statique λ = 1.5 · 10−6 :
(a) e´tat initial. (b) Re´sultat final
la phase ou` elle se contracte va, a` un certain moment, contre-carrer la force de
tension de surface et on aboutit a` un e´quilibre dynamique des forces.
On observant la distribution de la densite´ entre l’e´tat initial et l’e´tat final, on
remarque que l’e´paisseur de l’interface liquide-vapeur augmente. Le rayon de la
bulle diminue le´ge`rement. On remarque aussi que la densite´ au centre de la bulle
augmente.
La figure 5.8 montre l’e´volution sur l’axe Ox de la pression et de la tempe´-
rature sous l’effet de la force de tension de surface. Comme pre´vu, le terme de
Korteweg ge´ne`re un gradient de pression qui se maintient graˆce a` la diffe´rence
de tempe´rature entre le centre de la bulle et le liquide.
5.2.2 Cas test de coalescence de deux bulles
Ce cas test a` pour but de valider le code de calcul pour simuler les change-
ments de topologie. En mettant deux bulles de vapeurs se´pare´es d’une distance
de l’ordre de l’e´paisseur de l’interface liquide-vapeur et en ne´gligeant les autres
forces (notamment la gravite´ terrestre), la force de tension de surface tend a` les
fusionner. Cela se produit parce que l’e´nergie potentielle de la bulle fusionne´e est
plus faible que celle des deux bulles initiales. On parle de l’e´nergie surfacique due
aux attractions intermole´culaires. Cette dernie`re est proportionnelle a` la surface
et le minimum de surface qui peut contenir un certain volume e´tant une bulle
(sphe`re en 3d) la bulle fusionne´e correspond a` un minimum e´nerge´tique. C’est
le phe´nome`ne inverse qui ce produit lorsqu’une goutte d’eau tombe sur le sol.
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(a)
(b)
(c)
Figure 5.8 – trace´ sur l’axe y=0 des variable a` l’e´quilibre λ = 1.5 · 10−6 : (a)
Pression. (b) Tempe´rature. (c) force de tension de surface
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Le choc transmet de l’e´nergie a` la goutte. Cet exce`s d’e´nergie rompt les liai-
son intramole´culaire et ge´ne`re plusieurs gouttelettes dont la surface globale est
proportionnelle a` l’e´nergie transmise par le choc.
Les parame`tres de calcul sont les meˆmes que pour le cas de l’e´quilibre statique
de la section 5.2.1.1 (avec un maillage de 200×200. Les rayons initiaux des deux
bulles sont respectivement de 0.25 et de 0.1. Nous rappelons que nous utilisons
le code addimensionnel.
La figure 5.9 montre l’e´volution de la densite´ lors de la coalescence de deux
bulles de vapeur. On retrouve bien au final une bulle unique qui a la surface des
deux bulles initiales.
(a) Condition initiale (b) t=2
(c) t=5 (c) t=20
Figure 5.9 – la distribution de densite´ addimensionnelle pour le cas test de la
coalescence de deux bulles : (a) e´tat initial. (b) a` tˇ = 2 . (c) a` tˇ = 5 .(d) e´tat final
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(a) Champs de pression initial (b) Champs de pression final
(c) Vitesse suivant x a` t=2 (d) Vitesse suivant y a` t=2
Figure 5.10 – la pression et la vitesse addimensionnelles dans le cas de la coa-
lescence de deux bulles
La figure 5.11 montre l’e´volution de l’e´nergie totale au cours du temps. On
remarque que l’e´nergie diminue jusqu’a` atteindre une valeur minimale signe que
le calcul a bien converge´.
5.2.3 Cas test de la goutte d’eau sur une paroi solide
Dans cette section nous re´alisons le cas test de l’article [33] qui simule le
mouillage d’une goutte de liquide sur un solide. Le but est de reproduire la forme
de la goutte a` l’e´quilibre qui de´pend de deux facteurs : la force de gravitation
a` travers le nombre de Bond et l’angle de mouillage. On utilise un angle de
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Figure 5.11 – E´volution de l’e´nergie totale au cours du temps pour le cas test
de la coalescence
mouillage de 90◦ ce qui correspond dans notre code a` une condition aux limites de
non glissement. Rappelons que le nombre de Bond compare la force de gravitation
a` la force de tension de surface. Plus ce nombre est faible, plus la goutte tend a`
eˆtre de forme circulaire.
Les parame`tres de calcul sont les suivants : nous utilisons la forme addimen-
sionnelle des e´quations de conservation et d’e´tat. Le domaine est un carre´ de cote´
L0 = 1 et centre´ en (0, 0). Nous utilisons un maillage de 64 × 64. Ce qui donne
un Ca = 15.625 · 10−3 et un Re = 180. La condition initiale pour la densite´ est
exprime´e par la formule suivante :
ρ0 = 0.35 + 0.25tanh
(√
x2 + (y + 0.5)2 −R
2Ca
)
(5.8)
Pour reprendre les notations de l’article [33], la force de gravitation est nom-
me´e f et pointe dans la direction ne´gative de l’axe Oy. Pour le premier maillage
nous utilisons f = 10−3 et 5× 10−3.
Pour ce calcul nous avons utilise´ le couple de parame`tres MLS suivant :
(κ,Ns) = (6, 10). Comme pre´vu, plus le nombre de Bond est e´leve´ plus la goutte
s’aplatit. Par contre, en observant la forme des bulles et l’angle de contact qu’elles
forment avec la paroi (C’est plus net sur la figure 5.12.(b)), on remarque qu’il
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n’est pas e´gale a` 90◦. La condition aux limite sur l’angle de contact est mal pose´e.
(a) La densite´ a` l’e´tat initial
(b) La densite´ a` t=20 et
f=0.001
(c) la densite´ a` t=20 et f=0.005
Figure 5.12 – l’aplatissement de la goutte d’eau sous l’effet de diffe´rentes valeurs
de la force de gravite´
5.3 E´tude de l’effet de la tension de surface sur
le collapse d’une bulle de cavitation
5.3.1 Influence de la tension de surface sur l’intensite´ du
collapse
Pour e´tudier l’influence de la tension de surface sur l’intensite´ du collapse. On
conside`re le cas test de Sauer [42] qui de´crit un e´coulement cavitant turbulent
CHAPITRE 5. RE´SULTATS ET DISCUSSIONS 81
Figure 5.13 – Vue rapproche´e du maillage autour du profil NACA0015
autour d’un profil immerge´ NACA0015 avec un angle d’attaque αˇ = 6◦. On
se focalise sur le collapse de la premie`re bulle de cavitation, qui est une bulle
nume´rique (voir figure 5.14) ge´ne´re´e par le contraste entre les conditions aux
limites de non glissement sur le profil et la condition initiale de vitesse u∞ =
12m/s. Cette bulle se forme et collapse sur l’extrados au alentours de t = 4ms.
Le domaine de calcul est en forme de O . La corde du profil vaut 0.15m et
le diame`tre du domaine de calcul D = 10m. Nous avons utilise´ un maillage non
structure´ de 9578 e´le´ments triangulaires tre`s fins au niveau du profil et grossiers
sur la limite externe du domaine. Le coefficient capillaire λ est calcule´ a` partir
de la tension de surface σ en utilisant l’e´quation 3.73 ou` L0 = C = 0.15m et
l’e´paisseur de l’interface est de´termine´e par la relation suivante :
h =
√
A¯ (5.9)
ou` A¯ est la surface moyenne des cellules autour du profil d’aile, voir la figure
5.3.1.
5.3.1.1 Conditions aux limites et conditions initiales
En ce qui concerne les conditions initiales, on impose la pression, la vitesse et
la tempe´rature a` partir des quelles les autre grandeurs (densite´, vitesse du son,
e´nergie etc) sont calcule´es. La vitesse de l’e´coulement u∞ = 12m/s. La pression
initiale p0 = 50000Pa dans tout le domaine de calcul. Cela correspond a` un
nombre de cavitation de σc = 0.66, la tempe´rature T0 = 293K. On conside`re
initialement dans tout le domaine de l’eau a` l’e´tat liquide dont la densite´ est
de´termine´ par une formule tire´e de l’e´quation d’e´tat de Tait modifie´e, elle est
exprime´e ci dessous :
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(a) (b)
Figure 5.14 – (a) Pression maximale atteinte lors du collapse (Pa), (b)Onde de
pression ge´ne´re´e par le collapse (Pa)
ρ0 = ρl,sat(T0)
(
p0 − psat(T0)
K0
+ 1
) 1
N
(5.10)
La vitesse du son initiale est celle du liquide aux condition de tempe´rature et
de pression de´finies pre´ce´demment La formule utilise´e se trouve dans le tableau
3.1
On obtient les valeurs suivantes : ρ0 = 998.2kg/m
3 et c0 = 1538m/s.
On applique une condition de non glissement sur le profil submerge´ et une
condition de champs lointain sur la frontie`re exte´rieur du domaine. Les conditions
aux limites sont re´sume´es ci apre`s :
- Condition de non glissement :
(u, v) = (0, 0);
∂T
∂n
= 0 (5.11)
- Condition du champs lointain :
u = 12m/s; p = p0; ρ = ρ0 (5.12)
Les parame`tres nume´riques sont les suivants : (κ,Na) = (7, 15), l′ordre = 3 ;
Solveur temporel Euler explicit avec un pas de temps fixe ∆t = 10−8s ; Solveur
de Riemann : SLAU modifie´.
λ est de´termine´e a` partir de σ en utilisant l’e´quation 3.73 en prenant L0 =
corde = 0.15m.
Pour eˆtre suˆr de capturer la pression maximale, on re´alise une sauvegarde
toute les 10−6s. Pour diffe´rentes valeurs de la tension de surface σ on trace le
maximum de pression sur la figure 5.15
5.3.1.2 Commentaires et discussion
Le graphe 5.15 montre qu’une augmentation de la tension de surface provoque
une augmentation du pic de pression. L’effet de la tension de surface devient
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Figure 5.15 – Variation de l’intensite´ du collapse en fonction de la tension de
surface
important a` partir de σ = 0.01N/m. Au dela` d’une certaine valeur l’augmentation
du pic de pression n’est pas net. Pour une tension de surface e´leve´e, on a observe´
que la bulle de cavitation reste attache´e a` la paroi et ne collapse que longtemps
apre`s et l’intensite´ de ce dernier est moindre. On observe donc un changement
radicale dans la topologie de l’e´coulement.
5.3.2 E´tude de l’influence de la tension de surface sur la
vitesse du collapse
Pour e´tudier l’influence de la tension de surface sur la vitesse du collapse,
nous e´tudions le cas du collapse d’une bulle de cavitation auquel s’applique une
pression atmosphe´rique. Nous nous somme inspire´ du cas de l’effondrement d’une
bulle de vapeur tire´ des re´fe´rences [31] et [47]. Ce cas test est traditionnellement
utilise´ pour valider les mode`les a` interface discre`te (ou` l’interface liquide-vapeur
est une discontinuite´ sur laquelle on applique les conditions de saut). Donc il
n’est pas adapte´ pour les mode`les a` interface diffuse. Nous y avons inclue les
modifications suivantes :
- La densite´ initiale de la vapeur d’eau est e´gale a` 2.062kg/m3 au lieu de
0.019kg/m3. C’est une contrainte nume´rique car le sche´ma nume´rique utilise´ ne
peut pas supporter un tel gradient de densite´.
- Contrairement au cas test, le liquide et sa vapeur sont compressibles.
Ce cas test consiste a` mettre une bulle de vapeur dans un liquide a` pression
e´leve´e et observer son implosion. Les variables a` de´terminer sont la densite´ au
milieu de la bulle ainsi que la vitesse de l’interface liquide-vapeur.
L’utilite´ de ce calcul est d’observer l’effet de l’augmentation du coefficient
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Figure 5.16 – L’e´volution de la densite´ au centre de la bulle pour diffe´rente
valeurs du coefficient capillaire λ (entre 0 et 10−8)
capillaire λ sur la densite´ et la vitesse de contraction de la bulle de cavitation
tout en e´vitant le changement de topologie cause´ par l’existence d’une paroi
comme c’est le cas dans le calcul pre´ce´dent. Pour ce faire nous re´aliserons une
se´rie de calculs sur le collapse de la bulle en modifiant la valeur du coefficient
capillaire λ.
Les parame`tres de calcul et les conditions initiales sont re´sume´s dans le ta-
bleau 5.1.
Tableau 5.1 Les parame`tres de calcul pour le cas test du collapse d’une bulle
de vapeur
ρl ρv pl pv σ Ti Ri
(kg/m3) (kg/m3) (kPa) (kPa) (N/m) (K) (mm)
997.8 2.062 100 2.62 0.072 295 5
5.3.2.1 Commentaires et discussions
La figure 5.16 montre l’e´volution de la densite´ au centre de la bulle pour des
valeurs du coefficient capillaire λ infe´rieurs a` 10−8. Dans cette plage de valeurs
de λ les courbes de densite´ sont les meˆmes et ne se diffe´rencient qu’au stade final
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du collapse quand le rayon de la bulle est tre`s petit (< 1mm). Autrement dit,
la contraction de la bulle entre R = 5mm et R = 1mm se passe de la meˆme
manie`re pour λ = 0 ainsi que pour λ = 10−11,10−10,10−9 et 10−8 et la diffe´rence
n’est visible que pour le dernier stade du collapse. Cela s’explique par le fait que
la force de tension de surface est proportionnelle au rayon de courbure. Donc,
dans la dernie`re mesure de la densite´ on remarque que plus le coefficient λ est
e´leve´ et plus la densite´ au centre de la bulle augmente. De meˆme pour la vitesse
de l’interface liquide-vapeur qui augmente de manie`re e´quivalente pour toutes
ces valeurs du coefficient λ dans le premier stade du collapse. La diffe´rence ne
se fait remarquer que lors de la dernie`re sauvegarde ou` l’on observe une vitesse
augmentant en fonction du coefficient capillaire, voir le tableau 5.2.
Tableau 5.2 La vitesse a` l’interface liquide-vapeur pour le dernier stage du
collapse
λ Vitesse
m7/kgs2 m/s
0 23.2
10−11 23.24
10−10 23.89
10−9 32
10−8 38.54
La figure 5.17 montre l’e´volution de la densite´ au centre de la bulle pour des
valeurs du coefficient capillaire λ entre 10−8 et 10−7. Dans cette plage de valeurs,
on remarque que l’augmentation subite de la densite´ ne se fait pas au meˆme
instant, mais plus toˆt lorsque λ augmente. Pour mieux comprendre cela, on trace
l’e´volution de la vitesse pour diffe´rentes valeurs de λ (figure 5.18). La courbe
obtenue peut eˆtre divise´e en deux parties :
Dans la premie`re phase qui se poursuit jusqu’a` t = 0.5ms, la vitesse de l’inter-
face augmente proportionnellement avec l’augmentation du coefficient capillaire
λ. La densite´ augmente en conse´quence ainsi que la tempe´rature.
Dans la seconde phase, entre t = 0.6ms a` t = 1.2ms, pour chacun des cas,
la vitesse augmente jusqu’a` ce que la la densite´ atteigne la densite´ du liquide
puis la tendance s’inverse et la vitesse diminue. L’explication re´side dans le faite
que l’on a deux phe´nome`nes en un. Le premier est le collapse, c’est a` dire la
contraction rapide de la bulle qui est soutenue par le gradient de pression immense
entre l’inte´rieur et l’exte´rieur de la bulle. Cette contraction tend a` acce´le´rer le
mouvement de l’interface. Le deuxie`me est la condensation de la phase vapeur
qui se fait a` des vitesses plus faibles.
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Figure 5.17 – L’e´volution de la densite´ au centre de la bulle pour diffe´rentes
valeurs du coefficient capillaire λ (entre 10−8 et 10−7)
Figure 5.18 – L’e´volution de la vitesse de l’interface liquide-vapeur pour diffe´-
rentes valeurs du coefficient capillaire λ (entre 10−8 et 10−7)
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En observant l’e´volution de la forme des bulles de cavitation pendant le col-
lapse, on a remarque´ que pour des valeurs de λ > 5·10−8 le phe´nome`ne de conden-
sation pre´domine sur le phe´nome`ne de collapse (contraction). La figure 5.19 re-
pre´sente la forme de la bulle pendant le collapse pour λ = 10−8 et λ = 7.5 · 10−8.
Pour λ = 10−8, la bulle garde sa forme sphe´rique et l’e´paisseur de l’interface
est inchange´e par rapport a` l’e´tat initial alors que pour la seconde, l’e´paisseur a
augmente´ et la forme de la bulle n’est plus circulaire.
Par conse´quent, si l’augmentation de la tension de surface induit une inten-
sification du collapse, a` partir d’une certaine valeur du coefficient capillaire λ,
le collapse s’efface devant le phe´nome`ne de condensation et donc on ne retrouve
plus cette proportionnalite´ entre l’augmentation du coefficient capillaire et l’aug-
mentation de la vitesse du collapse et donc la pression maximale atteinte lors de
ce dernier.
Une interrogation subsiste ne´anmoins. Est ce que ce comportement serait le
meˆme si l’on imposait initialement une densite´ de vapeur pure dans la bulle ? On
propose de tester ce cas de figure dans les perspectives imme´diates.
5.4 Effet de la tension de surface sur la fre´-
quence de cavitation
Pour e´tudier l’effet de la tension de surface sur la fre´quence de cavitation
nous re´alisons un calcul dont les parame`tres sont re´sume´s dans le tableau 5.3.
On e´tudie le cas de la formation de bulles de cavitation dans le sillage d’un
cylindre de diame`tre D = 0.1m. Le nombre de cavitation σc = 0.66.
Tableau 5.3 Les parame`tres de calcul pour l’e´coulement cavitant autour d’un
cylindre
ρi pi λ Ti V∞ Re σc
kg/m3 Pa m7kg−1s−2 K m/s
998.2 50000 5 · 10−8 293 12 1.2 · 106 0.66
5.4.1 Domaine de calcul
Le domaine de calcul est en forme de O avec un diame`tre Dd = 5m, ce qui
e´quivaux a` 100 fois le diame`tre du cylindre. Dans ce cas l’hypothe`se du champs
lointain est ve´rifie´e ce qui nous permet d’imposer des conditions aux limites
constantes au niveau de la frontie`res exte´rieure du domaine (les perturbations
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(a.1) t=0.2ms et λ = 10−8 (b.1) t=0.2ms pour λ = 7.5 · 10−8
(a.2) t=0.5ms et λ = 10−8 (b.2) t=0.5ms pour λ = 7.5 · 10−8
(a.3) t=0.75ms et λ = 10−8 (b.3) t=0.75ms pour λ = 7.5 · 10−8
(a.4) t=1ms pour λ = 10−8 (b.4) t=1ms pour λ = 7.5 · 10−8
Figure 5.19 – E´volution de la forme de la bulle de cavitation pendant le collapse
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Figure 5.20 – la forme du maillage autour du cylindre
cre´es par le cylindre et qui atteignent la frontie`re exte´rieure sont dissipe´es et ont
une amplitude tre`s faible) . Le nombre de points sur le cylindre est de 181. Nous
avons utilise´ un maillage non structure´ de 6172 e´le´ments triangulaires voir la
figure 5.20.
Nous re´alisons deux calculs. Le premier avec un coefficient capillaire λ = 0
et le second avec un coefficient λ = 5 · 10−8m7/kgs2. Le pas de temps initial est
t = 2 · 10−8. La phase transitoire est franchise apre`s 800000 ite´rations. On voit
alors, les bulle de cavitation se de´tacher de manie`re pe´riodique. Lors de cette
phase on utilise un pas de temps de 0.4µs et on re´alise une sauvegarde toute les
200 ite´rations ce qui correspond a` 80µs. Nous allons, dans cette e´tude, comparer
les fre´quences d’e´mission de bulles de cavitation et graˆce aux champs de densite´
nous comptons expliquer ces effets. Puisque les bulles sont assez grandes, l’effet
de la tension de surface va se faire sentir au niveau de la paroi du cylindre et de
son interaction avec la poche de cavitation.
5.4.2 Re´sultats et commentaires
On pre´sente sur la figure 5.21 une comparaison de la dynamique de la for-
mation des nuages de cavitation sur une pe´riode de temps entre le cas sans et le
cas avec tension de surface. On commence par un nuage de bulles de cavitation
entie`rement forme´ sur le haut et on finit par le nuage forme´ sur le bas du cylindre.
On remarque que sur les images 5.21.(a.) la surface de la poche de cavitation qui
est colle´e a` la paroi est tre`s petite et que le nuage se de´tache tre`s facilement sous
l’effet du jet rentrant. Sur la figure 5.21.(b) la surface de contacte de la poche de
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cavitation avec le cylindre est tre`s grande et les bulles de cavitation ont mal a` se
de´tacher.
Sur les figures 5.22.(a) et 5.22.(b) est repre´sente´ l’e´volution du volume de
vapeur total dans le domaine de calcul en fonction du nombre de sauvegardes.
Nous nous somme assure´s d’eˆtre en dehors de la zone de transition et d’eˆtre dans
le re´gime e´tabli. On remarque que le volume de vapeur qui se de´tache dans le
cas sans tension de surface varie e´norme´ment d’une pe´riode a` une autre alors
que dans le cas avec tension de surface le volume de vapeur qui se de´tache reste
quasiment le meˆme.
Pour de´terminer la fre´quence de laˆche´ de bulles de cavitation nous utilisons
le signal du volume de vapeur lequel est traite´ avec une transforme´ de Fourier
afin de de´terminer le spectre des fre´quences. Nous utilisons dans chaque cas un
intervalle qui comporte une dizaine de pe´riodes, la fre´quence d’e´chantillonnage
est de 12500 Hz. Nous obtenons les deux spectres repre´sente´s dans la figure 5.23.
On remarque que pour le cas avec tension de surface la fre´quence de laˆche´ des
structures cavitantes est clairement repre´sente´e par un pic et elle vaut 25.22Hz.
Alors que dans le cas sans tension de surface. La fre´quence de laˆche´ de nuage de
cavitation est moins imposante, dans ce cas on trouve une valeur de 27.78Hz.
On trouve donc un nombre de Strouhal de St1 = 0.21 pour le cas sans tension
de surface et St2 = 0.235 pour le cas avec tension de surface. On en de´duit que
la tension de surface a pour effet de ralentir la fre´quence du laˆche´ de cavitation.
5.5 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons re´alise´ des cas test de validation de l’imple´men-
tation de la tension de surface sur le code FV-MLS avec le cas test de la bulle
statique. En utilisant l’e´quation d’e´tat de Van Der Waals, nous avons pu repro-
duire la chute de l’e´nergie totale conse´quence de l’e´quilibre de la bulle ainsi que
le changement de topologie mis en e´vidence par le cas test de la coalescence. En
utilisant cette fois ci l’e´quation d’e´tat du mode`le homoge`ne, le cas de la bulle a`
l’e´quilibre statique n’est reproductible qu’en prenant en compte le changement
de tempe´rature a` travers l’e´quation de conservation de l’e´nergie.
Nous avons aussi re´alise´ des calculs d’application pour de´terminer l’effet de
la tension de surface sur :
1. L’intensite´ du collapse en re´alisant deux calculs. Le premier concerne l’im-
plosion d’une bulle de cavitation forme´e sur l’extrados d’un profil d’aile immerge´.
Le principal re´sultat de cette e´tude est la courbe qui de´crit l’augmentation de la
pression maximale du collapse en fonction de la tension de surface. Le deuxie`me
CHAPITRE 5. RE´SULTATS ET DISCUSSIONS 91
(a.1) (b.1)
(a.2) (b.2)
(a.3) (b.3)
(a.4) (b.4)
(a.5) (b.5)
Figure 5.21 – E´volution de la densite´ s’e´talant sur une pe´riode de laˆche´ de
cavitation pour un e´coulement sans tension de surface (a.) et avec tension de
surface (b.)
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(a) λ = 0
(b) λ = 5 · 10−8
Figure 5.22 – Le signal du volume de vapeur dans le domaine (m2) pour environ
10 laˆche´s de bulle de cavitation
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(a) λ = 0
(b) λ = 5 · 10−8
Figure 5.23 – Spectre du signal du volume de vapeur servant a` de´terminer la
fre´quence de laˆche´ de bulle de cavitation
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cas concerne l’implosion d’une bulle de vapeur immerge´e dans de l’eau liquide.
Il en re´sulte que pour un coefficient capillaire λ ≥ 5 · 10−8 le comportement de
la bulle change et le collapse ce`de la place a` la condensation et l’e´paisseur de
l’interface liquide-vapeur change de taille.
2. La dynamique du laˆche´ de bulle de cavitation sur un cylindre immerge´.
Il en re´sulte que la tension de surface a pour effet de diminuer la fre´quence de
cavitation et d’empeˆcher le de´veloppement de grandes poches de cavitation. Elle
a un effet non ne´gligeable sur l’adhe´rence de la poche de cavitation a` la surface
solide du cylindre a` travers l’augmentation de la force et la surface d’adhe´sion
de la poche avec le cylindre.
Chapitre 6
Conclusion Ge´ne´rale
6.1 Re´sume´
Nous avons mis au point dans cette the`se un mode`le de cavitation qui fait
partie des mode`les a` un fluide. Pour conside´rer les changement de phase et bien
simuler le comportement thermodynamique, nous avons opte´ pour le mode`le
d’e´quilibre homoge`ne. Ce mode`le consiste en la re´solution d’un seul syste`me
d’e´quations de conservation qui correspond a` la phase me´lange. Nous avons
choisi le syste`me d’e´quations de Navier-Stokes & Korteweg compressibles afin
de prendre en compte les efforts de tension de surface. Comme e´quations de fer-
meture nous avons utilise´ : l’e´quation d’e´tat de Tait modifie´e pour l’eau liquide,
l’e´quation des gaz parfaits pour la vapeur d’eau (avec γ = 1.327) et la pression
de saturation dans la phase de me´lange.
La de´termination de la vitesse du son est primordiale pour le sche´ma nume´-
rique que nous utilisons. Donc, pour la phase de me´lange nous avons eu recours
a` la formule de Wallis qui consiste a` combiner les vitesses du son du liquide et
de la vapeur en utilisant la fraction volumique de la vapeur.
L’utilisation d’un mode`le a` interface diffuse pose un proble`me au niveau de
l’e´paisseur de l’interface. Si le coefficient capillaire λ est connu pour l’e´paisseur
re´elle qui est de l’ordre du nanome`tre, ce n’est pas le cas lors des calculs ou` on
utilise un maillage trop grossier pour de´tecter la vraie e´paisseur. On a opte´ pour
une solution qui consiste a` utiliser la formulation de Jamet [21] qui permet d’ob-
tenir une expression pour le coefficient capillaire λ en fonction de la tension de
surface et de l’e´paisseur artificielle de l’interface liquide-vapeur et de la tension de
surface σ tout en supposant un profil de densite´ dans l’interface. Cette de´marche
permet d’obtenir une bonne estimation du coefficient λ dans les cas test ou` on
a utilise´ le profil de densite´ en tangente hyperbolique car il correspond au profil
utilise´ pour de´terminer la relation entre la tension de surface σ et le coefficient
capillaire artificiel λ.
Pour la re´solution des e´quations nous avons utilise´ la me´thode des volumes
finis avec l’approximation par moindres carre´s mobiles. La reconstruction des
variables et de leurs de´rive´es a` partir des valeurs discre`tes se fait graˆce a` des
fonctions de forme. Les fonctions de forme sont a` leurs tours construites a` partir
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d’une base polynomiale ponde´re´e par des fonctions kernel de type exponentiel.
L’avantage e´tant l’utilisation de maillage non structure´s et d’avoir une structure
de donne´e compatible avec de la programmation oriente´ objet. La difficulte´ a`
laquelle nous avons e´te´ confronte´ lors de l’utilisation de cette me´thode est la
sensibilite´ des re´sultats au choix des parame`tres (κ,Ns). Pour chaque maillage
utilise´ un ensemble de calculs est re´alise´ en changeant les valeurs de (κ,Ns) pour
finalement trouver le bon couple de parame`tres.
6.2 Validation du mode`le
Pour valider l’imple´mentation de la tension de surface nous avons re´alise´
trois cas test. Le cas test de la bulle statique a mis en e´vidence que le mode`le
de tension de surface associe´ a` l’e´quation de Van Der Waals reproduit la chute
de l’e´nergie totale correspondant a` la transition vers l’e´tat d’e´quilibre dans le
cas isotherme et permet d’obtenir la compression attendu. Le cas test de la
bulle statique simule´ par le mode`le de tension de surface associe´ aux e´quations
d’e´tat du mode`le homoge`ne n’a pas e´te´ concluant dans le cas isotherme. Par
contre ce meˆme mode`le associe´ a` l’e´quation de conservation de l’e´nergie a pu
reproduire l’e´quilibre statique d’une bulle graˆce notamment au changement de
tempe´rature qui permet d’avoir une compression dans la bulle au dela` de la
pression de saturation qui subsiste a` l’exte´rieur.
Le cas test de la coalescence ainsi que le cas test de gravitation ont montre´
la capacite´ du mode`le a` reproduire le changement de topologie qui est l’un des
effets de la tension de surface.
Pour re´sumer, les be´mols du mode`le de tension de surface sont :
- qu’il ne supporte pas un trop fort gradient de densite´. Par conse´quent,
si l’on souhaite simuler des phe´nome`nes avec de la vapeurs pure et du liquide
pur on doit utiliser des tempe´ratures supe´rieurs a` 340K. C’est a` partir de cette
tempe´rature que la diffe´rence entre la densite´ liquide et vapeur devient calculable.
Ce proble`me est plutoˆt lie´ au sche´ma nume´rique et non au mode`le physique. Des
solutions sont en train d’eˆtre explore´es et sont cite´es dans les perspectives.
- qu’il ne peut pas reproduire l’e´quilibre statique dans le cas isotherme. Il est
ne´cessaire d’utiliser l’e´quation de conservation de l’e´nergie.
- On utilise une e´paisseur de l’interface qui est artificielle et de´pend du
maillage. Cela pose le proble`me de l’influence que cela peut avoir sur les pa-
rame`tres physiques. Pour la tension de surface, la formule que nous avons utilise´
pour calculer le coefficient λ en fonction de la tension de surface et de l’e´paisseur
artificielle de l’interface n’est valable que si le profil de densite´ dans l’interface est
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de la forme de´finie dans l’e´quation 5.2. Dans le cas test du cylindre par exemple,
nous n’imposons pas de profil de densite´ initiale mais les bulles se forment d’elles
meˆme alors que la relation entre λ et σ n’est pas connue.
Les points positifs du mode`le sont les suivants :
- Il est possible de faire des calculs turbulents graˆce aux proprie´te´s dissipatives
intrinse`ques de la reconstruction MLS.
- On arrive a reproduire les efforts de tension de surface et leurs effets sur la
topologie des bulles de cavitation.
- Les effets thermodynamiques dus au changement de phase sont pris en
compte graˆce a` l’algorithme de transition de phase et au bon choix des e´quations
d’e´tat.
- Le code permet de simuler un large spectre de tempe´rature et de pression
avec comme limite la tempe´rature critique (647 K) et la pression critique 22.
106Pa.
6.3 Calculs d’application
Pour e´tudier l’effet des forces de tension de surface sur la dynamique de la
cavitation nous avons re´alise´ trois calculs diffe´rents qui ont permis de monter
que :
- L’augmentation de la tension de surface engendre une augmentation de
la pression maximum atteinte lors du collapse jusqu’a` une certaine valeur du
coefficient de capillarite´ (5 · 10−8) au dela` de laquelle la tendance s’inverse.
- Pour de faibles valeurs du coefficient de capillarite´ λ entre 1011 et 10−8, une
augmentation du coefficient λ induit une augmentation de la vitesse de l’interface
liquide-vapeur dans le dernier stade du collapse (a` partir de R ≤ 0.5mm). Donc
l’effet de la tension de surface ne se fait sentir qu’au tout dernier moment.
- Pour des valeurs du coefficient λ ≥ 5 · 10−8 la forme de la bulle durant le
collapse ne reste pas ronde et l’e´paisseur de l’interface augmente. Ce changement
de topologie a pour effet de diminuer l’intensite´ du collapse. Ce re´sultat ne semble
pas eˆtre physique et des investigations doivent eˆtre mene´es pour comprendre
l’origine de cette erreur. Une des pistes est l’existence d’une limite a` l’application
de l’e´largissement de l’interface a` une taille de maille donne´e.
- La tension de surface a pour effet de diminuer la fre´quence des laˆche´s de
bulles de cavitation dans le cas d’un e´coulement autour d’obstacle. Elle a aussi
pour effet de coller la poche de cavitation a` la paroi et de diminuer la taille des
bulles qui se de´tachent de la poche.
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6.4 Perspectives
Pour poursuivre le travail de recherche initie´ dans cette the`se nous proposons
dans un premier temps les actions suivantes :
- Re´aliser le calcul de l’effondrement d’une bulle de vapeur en imposant
comme condition initiale une densite´ de vapeur pure dans la bulle. C’est pos-
sible avec le code actuel. Il suffit d’utiliser une tempe´rature plus e´leve´e comme
on l’a de´ja` re´alise´ dans le cas test de l’e´quilibre statique 5.2.1.2. Cela permet de
diminuer le gradient de densite´ entre le liquide et sa vapeur.
- Re´aliser le cas test de l’e´quilibre statique pour diffe´rentes valeurs du coeffi-
cient λ afin d’e´tablir une corre´lation entre λ et σ en utilisant la taille caracte´ris-
tique du maillage.
- Reprendre l’e´tude re´alise´e dans la section 5.4 du laˆche´ de bulles de cavitation
observe´ dans le sillage d’un cylindre, en faisant varier la valeur du coefficient
capillaire λ entre 10−11 et 10−7.
- Imple´menter des limiteurs de flux adapte´s aux discontinuite´s dues a` la ca-
vitation pour pouvoir monter en ordre.
- E´tendre le mode`le au 3D tout en optimisant le code de calcul. Sachant que
la subroutine servant a` calculer le terme source de tension de surface et celle qui
permet de re´aliser le changement de phase ne sont pas paralle´lise´es.
- Tester un sche´ma nume´rique permettant de faire des calculs avec un fort
gradient de densite´. Le travail de Neusser [36] va dans ce sens. Il utilise un sche´ma
de relaxation qui permet de simuler de fort gradients de densite´.
- Prendre en compte les effets de la tension de surface sur le transfert de
chaleur a` travers l’imple´mentation du terme source de tension de surface pour
l’e´quation de la conservation de l’e´nergie.
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Annexe A
Calcul de la tempe´rature dans la
phase me´lange
Pour de´terminer la tempe´rature dans la phase me´lange on utilise l’e´quation
3.33. On a utilise´ deux me´thodes :
A.1 Me´thode de Newton
Elle consiste a` trouver la valeur de la variable qui annule une fonction g.
Dans notre cas la variable est la tempe´rature et la fonction g(T ) est de´finie par
la relation suivante :
g(T ) = ρe− (αρv,sat(T )ev(T ) + (1− α)ρl,sat(T )el(T )) (A.1)
La solution est donne´e par la formule de Newton :
Tn+1 = Tn − g(Tn)
g′(Tn)
(A.2)
Cette me´thode est ite´rative. Pour trouver la solution on utilise une boucle
avec un test d’arreˆt du type |Tn − Tn+1| < .
∂g
∂T
= α
(
∂ρv,sat
∂T
(T ) (Lv + e0l + Cvv(T − T0l)) + ρv,sat(T ) ∗ Cvv
)
+
(1− α)
(
∂ρl,sat
∂T
(T ) (e0l + Cvl(T − T0l)) + ρl,sat(T ) ∗ Cvl
)
(A.3)
Dans cette formule pour la de´rive´e de g par rapport a` la tempe´rature on
retrouve la de´rive´e de la densite´ de saturation vapeur et liquide. Ces dernie`res
sont explicite´es dans l’annexe B
A.2 Me´thode de sous-relaxation
Cette me´thode s’appuie sur une combinaison entre deux valeurs successives de
la solution. C’est donc une me´thode ite´rative qui s’e´crit de la manie`re suivante :
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Tn+1 = (1− w)Tn + wH(Tn) (A.4)
ou`
H(Tn) =
(ρe− αρv,sat(Tn)Lv − ρe0l)
(αρv,sat(Tn)Cvv + (1− α)ρl,sat(Tn)Cvl) + T0l (A.5)
Annexe B
Formules de saturation pour la
pression et les densite´s liquide et
vapeur
Nous pre´sentons dans cette section les formules de saturation utilise´es dans le
code de calcul ainsi que leurs de´rive´es par rapport a` la tempe´rature. Ces formules
sont tire´es de la the`se de L. Bergerat [3].
ln
(
psat(T )
pc
)
=
Tc
T
7∑
i
ai
(
1− T
Tc
)aˆi
(B.1)
ρl,sat(T )
ρc
=
7∑
i
bi
(
1− T
Tc
)bˆi
(B.2)
ρv,sat(T )
ρc
=
7∑
i
ci
(
1− T
Tc
)cˆi
(B.3)
∂psat(T )
∂T
= −psat(T )
(
Tc
T 2
7∑
i
ai
(
1− T
Tc
)aˆi
+
1
T
7∑
i
aiaˆi
(
1− T
Tc
)aˆi−1)
(B.4)
∂ρl,sat(T )
∂T
= −ρc
7∑
i
bibˆi
(
1− T
Tc
)bˆi−1
(B.5)
∂ρv,sat(T )
∂T
= −ρc
7∑
i
cicˆi
(
1− T
Tc
)cˆi−1
(B.6)
pc, Tc et ρc sont respectivement la pression , la tempe´rature et la densite´
critiques. Pour l’eau elle sont e´gales a` :
pc = 22.12MPa
Tc = 647.16K
ρc = 322kg/m
3
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Les coefficients utilise´s dans les formules ci dessous sont re´sume´s dans le
tableau suivant :
Tableau B.1 Coefficients utilise´s dans le calcul des pression et densite´s de
saturation
i ai aˆi bi bˆi ci cˆi
1 0 0 1 0 0 0
2 -7.85823 1 1.99206 1/3 -2.02957 1/3
3 1.83991 3/2 1.10123 2/3 -2.68781 2/3
4 -11.7811 3 -0.512506 5/3 -5.38107 4/3
5 22.6705 7/2 -1.75263 16/3 -17.3151 3
6 -15.9393 4 -45.4485 43/3 -44.6384 37/6
7 1.775156 15/2 −6.75615 · 105 110/3 -64.3486 71/6
  
MODELISATION DE LA CAVITATION PAR UNE APPROCHE A INTERFACE 
DIFFUSE AVEC PRISE EN COMPTE DE LA TENSION DE SURFACE 
RESUME : La cavitation est la transformation d’un liquide en vapeur qui est causée par une 
chute de pression en dessous de la pression de saturation vapeur. Ce phénomène se 
manifeste le plus souvent dans les machines et dispositifs qui sont en interaction avec des 
liquides. On peut citer  les pompes hydrauliques, les injecteurs, les inducteurs ou encore les 
hélices de bateaux. Vue les effets néfastes qu’elle engendre : bruit, vibrations, détérioration du 
métal et baisse des performances (chute des rendements et pertes de charges), sa prise en 
compte est indispensable dans le design de ces machines. Cette thèse a pour objectif de 
modéliser ce phénomène de manière à reproduire la nucléation, la convection et l’implosion des 
bulles de cavitation. Nous nous basons sur un modèle à interface diffuse  (le modèle d’équilibre 
homogène) sur lequel nous greffons  un modèle de tension de surface basé sur les équations 
de Navier-Stokes & Korteweg compressibles. Nous réalisons en somme une étude sur 
l’influence de la tension de surface sur le phénomène de collapse.  Nous utilisons un code de 
volumes finis dont la discrétisation spatiale est assurée par la méthode des moindres carrés 
mobiles. Combinée à un solveur de Riemann de type SLAU, le modèle numérique permet 
d’outre passer les difficultés liées à la nature du phénomène de cavitation qui sont 
principalement les forts gradients qui subsistent à travers  l’interface liquide-vapeur. L’autre 
point traité dans la thèse est la détermination d’un coefficient capillaire numérique qui 
correspond à une tension de surface réelle en fonction de l’épaisseur de l’interface 
artificiellement élargie pour un maillage donné.    
 
Mots clés : cavitation, modèle de cavitation, modèle d’équilibre homogène, FV-MLS, Navier-
Stokes & Korteweg, tension de surface, coefficient capillaire, interface diffuse. 
 
A DIFFUSE INTERFACE MODEL FOR CAVITATION TAKING INTO ACCOUNT 
SURFACE TENSION FORCE 
ABSTRACT : Cavitation is the transformation of a liquid into vapor which is caused by a 
pressure drop below the vapor saturation pressure. This phenomenon usually occurs in turbine 
engines that interact with liquids like: hydraulic pumps, injectors, inductors or boat propellers. 
View its negative effects:  noise, vibrations, damage to the metal and decreased performance,  
it should be included in the design of turbomachinery The main objective of this these is to 
model  this phenomenon so as to reproduce the nucleation, convection and the implosion of 
cavitation bubbles. We rely on a diffuse interface model (the homogeneous equilibrium 
model) on which we graft a surface tension model based on compressible Navier Stokes & 
Korteweg equations. We study the influence of surface tension on the bubble collapse. We 
used a finite volume approach whose spatial discretization is made by moving least squared 
method. Coupled with a Riemann solver called SLAU, the numerical model can go further 
difficulties related to the nature of the cavitation phenomenon which is mainly the strong 
gradients that remain through the liquid-vapor interface. Another issue addressed in this thesis 
is the determination of a numerical capillary coefficient which corresponds to a real surface 
tension in function of the thickness of the artificially extended interface for a given mesh. 
 
Keywords : cavitation, modèle de cavitation, homogeneous equilibrium model, FV-MLS, 
Navier-Stokes & Korteweg, surface tension, capillary coefficient, diffuse interface. 
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